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Prélogo

Pese a tratarse de una disciplina reciente, puede decirse que el Procesado Cuantico de la Infor-
macién (PCI) se halla en estos momentos en fase de consolidacién formal. En numerosas universi-
dades en todo el mundo se imparten hoy en dia cursos de doctorado sobre esta disciplina.

El texto que el lector tiene en sus manos constituye la base del curso de Doctorado “Introduccién
al Procesado Cudntico de la Informacién”, del Programa de Doctorado no presencial “Tecnologias
de la Informacién”, que se imparte actualmente en el Departamento de Teoria de la Senal y Comu-
nicaciones de la Universidad de Vigo. El objetivo principal del curso es introducir gradualmente
al alumno, tipicamente Ingeniero de Telecomunicacién, en los conceptos y técnicas fundamentales
del PCI.

El curso pretende ser autocontenido, por lo que no son necesarios conocimientos especiales. No
obstante, aquellos alumnos que ya tengan conocimientos, aunque sean muy someros, de Mecanica
Cuéntica encontraran menos dificultades en los primeros temas del curso.

Se ha optado por dividir el temario del programa en cuatro temas que se corresponden con
los cuatro capitulos de la presente obra. El primero de los capitulos revisa la base matematica de
la Mecanica Cudntica, que no es otra que la teoria del espacio de Hilbert. Advertimos ya desde
aqui que la sofisticacién matemadtica en el tratamiento es baja. El segundo de los capitulos lo
dedicamos a establecer la conexién entre el formalismo introducido en el capitulo precedente y
los principios fisicos de la Mecdnica Cuantica. El tratamiento, aunque sigue en gran medida el
enfoque “tradicional” en los libros de texto sobre Mecanica Cudntica, se desvia de éste en varios
aspectos considerados normalmente “avanzados”: la introduccién de medidas generalizadas (las
llamadas POVMs), la descripcién del fenémeno del “entanglement”, la introduccién del concepto
de superoperador, y un primer tratamiento cuantitativo del fenémeno de la decoherencia. El tercer
capitulo se consigna por entero a reunir los resultados fundamentales de la teoria cudntica de de
la informacién. Finalmente, el cuarto capitulo proporciona una breve panoramica de aplicaciones
del procesado cuantico de la informacién.

Ademds de la bibliografia que se cita al final de este documento, existe una gran cantidad
de informacién de muy alta calidad diseminada por Internet. Un buen lugar de partida en busca
de estas fuentes es www.qubit.org. Otra gran fuente de bibliografia es el servidor de pre-prints
ArXiV (xxx.arxiv.org), bajo el epigrafe quant-ph. De este servidor existe una copia actualizada en
la Universidad de Zaragoza (xxx.unizar.es).

Finalmente, me gustaria agradecer la colaboracién prestada por Marcos Pérez Suarez y Marcos
Curty Alonso, dos excelentes alumnos de doctorado, en la elaboracién del material reunido en este
documento.

David J. Santos, noviembre de 2003.
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CAPITULO 1

El formalismo matematico de la Mecanica
Cuantica

CONTENIDOS
1.1. Descripcién cudntica de un sistema . . . . . . . ... ..o oL 1
1.2. El espacio de las funciones de onda F . . . . . . . . . ... Lo 2
1.3. Bases del espacio F . . . . . . .. Lo 4
1.4. Notacién de Dirac. Espacio de estados € . . . . . . . . ... ... ... 5
1.5. Representaciones en el espacio de estados & . . . . . . .. ... L. 7
1.6. Operadores lineales . . . . . . . . . . . . . . . e 9
1.7. Producto tensorial de espacios de estados . . . . . . . .. ... 13

La Fisica Cuantica constituye en la actualidad la base del conocimiento del mundo que nos
rodea. A escala atémica y subatémica cualquier fenémeno precisa para su explicacién de esta
teoria; incluso fenémenos catalogables como macroscépicos requieren de argumentos cuanticos para
su correcta asimilacién.

Este primer capitulo esta dirigido a aquellas personas que no estén familiarizadas con el for-
malismo hilbertiano de la Mecanica Cudntica. Su propdsito, por tanto, no es otro que presentar
de manera clara los aspectos de dicho formalismo matematico necesarios para comprender los
capitulos posteriores.

1.1. Descripcién cuantica de un sistema

Para poder entender someramente la diferencia entre la descripcion clasica y cudntica de un
sistema fisico comenzaremos por el estudio de un caso muy sencillo: el sistema elemental formado
por una sola particula.

Desde el punto de vista clasico, la dindmica de este sistema viene dada por el conocimiento
de su posicidn, r(t), y su velocidad, v(t). El estado del mismo estd determinado, por tanto, para
cada t, por seis parametros, correspondientes a las distintas componentes de los campos posicién
y velocidad de la particula. Por lo que respecta a la evolucién del sistema, conocido su estado en
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un instante inicial, es posible precisarlo en cualquier instante posterior mediante las leyes de la
mecanica newtoniana. Por tanto, el estado es determinista', esto es, descrito con incertidumbre
nula.

Por otra parte, desde el punto de vista cuantico, la descripcion del sistema presenta notables
diferencias con respecto a lo anteriormente expuesto para el caso clasico:

= Estado: El estado del sistema viene dado por el conocimiento de un campo escalar, deno-
minado funcién de onda, 1 (r,t), en todos los puntos del espacio. Es decir, ahora el estado,
para cada t, viene dado por un numero infinito de pardmetros, en lugar de los seis del caso
clasico.

= Evolucién: La evolucion del estado del sistema esta determinada por la ecuacién de Schrodin-
ger para la funcién de onda:

2
—;—mv%/)(r,t) + V(r, t)(r,t) = ih%w(r, 1), (1.1)

donde m es la masa de la particula, V(r,t) es el potencial al que ésta se ve sometida, y h es
la constante de Planck normalizada: i = h/(2), con h =~ 6,621073* J-s. Asi pues, conocida
¥(r,0), es posible, mediante la resolucién de (1.1), determinar ¢ (r,t) para cualquier instante
de tiempo posterior.

s Interpretacién probabilistica: Otra de las notables diferencias del formalismo cuantico
con respecto al cldsico es el grado de determinismo que ofrecen uno y otro. En el caso clédsico
se ha visto que la incertidumbre en la descripcién del estado del sistema es nula; en el caso
cuantico, la teoria es intrinsecamente probabilistica. Asi, para el caso sencillo que nos ocupa,
la probabilidad de encontrar a nuestra particula en el instante ¢ en el volumen diferencial
d3r = de dy dz alrededor del punto del espacio r viene dada por |¢(r,t)|? d®r. Por tanto, la
funcién de onda actia en la teoria como funcién de densidad de probabilidad, y, como tal,
ha de verificar:

/|z/)(r,t)\2d3r —1 (1.2)

donde la integracién estd extendida a todo el espacio?.

1.2. El espacio de las funciones de onda F

De acuerdo con la interpretacion probabilistica de la Mecanica Cudantica, la funcién de onda
ha de verificar (1.2). Parece, pues, aconsejable restringir el estudio de las funciones de onda a
aquellas tales que su médulo al cuadrado sea integrable. El espacio general de funciones de onda
que verifican tal propiedad suele denominarse £2. Sin embargo, dado que estas funciones de onda
satisfacen también ciertos criterios de regularidad (estdn acotadas, estdn definidas para cualquier
r, y son continuas e infinitamente diferenciables), se supondrd en lo sucesivo que pertenecen a un
subespacio de £? al que se denominara F. Es posible demostrar® que dicho espacio es de Hilbert;
es decir, es un espacio vectorial lineal, hay en él definido un producto escalar, y es completo.
Con respecto a la segunda de estas caracteristicas, y dado el uso que en posteriores ocasiones se

IFue el cientifico francés marqués de Laplace el primero en argumentar, a principios del s.XIX, el caracter
completamente determinista del universo. Laplace sugirié que debia existir un conjunto de leyes cientificas que
permitieran predecir absolutamente todos los eventos, con tal de conocer el estado completo del mismo en un
instante de tiempo.

2Salvo que se indique explicitamente lo contrario, siempre serd asi.

3Véase el excelente texto de Abellanas y Galindo [1].
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hard de ella, a continuacién se proponen, sin demostracién, las principales propiedades del producto
4
escalar®:

» Definicién: Dadas dos funciones de onda cualesquiera, ¥(r) y ¢(r), pertenecientes a F, es
posible definir su producto escalar, que se denotard mediante (¥ (r), ¢(r)), como el escalar,
en general complejo:

(6.9 = [ "W (13)
donde * denota complejo conjugado.

» Propiedades: Su verificacién es inmediata a partir de (1.3):

1. Simetria:

(¢, ¢) = (¢,9)". (1.4)

2. Linealidad con respecto a la segunda componente:

(0, M1 + Aaga) = A (9, 1) + Ao (W, d2). (1.5)

3. Antilinealidad con respecto a la primera componente:

(Mt + Ao, @) = AT (Y1, 9) + A3 (42, 6). (1.6)
4. Ortogonalidad: Si el producto escalar de dos funciones de onda es cero, entonces dichas
funciones de onda se dicen ortogonales.

5. Autoproducto escalar: El producto escalar de una funcién de onda consigo misma es
siempre un escalar real positivo. El autoproducto es cero sélo si la funciéon de onda es
idénticamente cero (¢(r) = 0).

6. Norma: A partir del producto escalar definido puede obtenerse una norma sobre el
espacio F: (7,/},1/})%.

7. Desigualdad de Cauchy-Schwarz: Para cualquier par de funciones de onda 1, 1o se
verifica la desigualdad:

(1, 2)| < (31,91 (P, 9bo) 2. (1.7)

La igualdad sélo es cierta si )1 y 9o son proporcionales.

Sobre las funciones de onda de F pueden actuar operadores lineales®. Un operador lineal A
es una entidad matemadtica que, al aplicarse sobre una funcién de onda ¥ (r) € F, la transforma,
mediante una correspondencia lineal, en otra ¢’(r) no necesariamente perteneciente a F:

U (r) = Ad(r). (1.8)

Se define el producto de dos operadores lineales A y B como
AB(r) = A(By(r)). (1.9)
Esta operacién no es, en general, conmutativa; es decir, ABy(r) # BA(r). De hecho, sélo si
el llamado conmutador de ambos operadores, definido como [A, B] = AB — BA, se anula, es el

producto conmutativo.

4Nétese que se ha omitido, para aliviar la notacién, el pardmetro ¢t de la dependencia funcional de las funciones
de onda.
5Los operadores lineales serdn tratados con mayor profundidad en la Seccién 1.6.
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1.3. Bases del espacio F

Se ha visto que el espacio F tiene la estructura de un espacio de Hilbert; se trata, por tanto,
de un espacio vectorial de dimensién infinita. Dicho espacio puede ser expandido de forma tnica
por ciertos conjuntos de funciones (no necesariamente pertenecientes a ), cada uno de los cuales
recibe el nombre de base del espacio F. A continuacién se presentan ambas posibilidades.

1.3.1 Bases pertenecientes a 7 Antes de abordar de manera rigurosa el concepto de base, se

considerard la generalizacién de la propiedad de ortogonalidad
del producto escalar, ya que serd de utilidad en su definicién. Asi, dado un conjunto {u;(r)}; de
funciones pertenecientes a F, dicho conjunto se dice ortonormal si sus elementos son mutuamente
ortogonales y de norma unidad:

waz/@mwwz%, (1.10)

donde 0;; es la funcién de Kronecker (igual a 1 para i = j, y 0 para i # j).

Pues bien, un conjunto ortonormal de funciones se dice base de F si cualquier funcién de
onda de F, ¢(r), puede expresarse de forma univoca como combinacién lineal de las funciones que
constituyen el conjunto:

) = 3 (o), (111)

%

donde ¢; = (u;,%). De esta manera, el conjunto de nimeros complejos ¢; representard a ¥ (r) en la
base {u;(r)};.
Una vez establecida una base, se puede expresar de manera muy sencilla el producto escalar de

dos funciones de onda en funcién de sus componentes en dicha base. Es decir, dada {u;(r)}; base
de f7 y ¢(r)a (b(r) eF tales que

Y(r) = Zaiui(r), (1.12)

o(r) = ijuj(r), (1.13)
se tiene que
(¥, 0) = >_aibi (1.14)

Puede demostrarse [28] que la condicién para que el conjunto {u;(r)}; sea una base se puede
expresar Como:

Z wi(r)ui(r) = 6(r — '), (1.15)

donde 0(z) es la funcién Delta de Dirac. Este tipo de relacién se denomina de clausura.
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1.3.2 Bases no pertenecientes a  Sea ahora el conjunto de funciones {w, (r)}o con a un pardmetro
F de enumeracion real. Este conjunto se dice ortonormal si

/w(’;(r)wa/ (r)d3r = 6(a — o). (1.16)

Nétese que la norma de estas funciones diverge, por lo que no pertenecen a £2. El conjunto es, no
obstante, una base si es posible una descomposicién lineal univoca de cualquier funcién de onda:

P(r) = /cacc)o[(l‘)dcy7 (1.17)

con ¢q = [wi(r)(r)d3r.
Al igual que en el caso de bases pertenecientes a F, dadas dos funciones de onda ¥(r), ¢(r) € F
cuyos componentes en una base concreta {wq(r)}, son conocidos,

P(r) = /aawa(r)da, (1.18)

o(r) = /ba/wa/(r)da', (1.19)

su producto escalar se puede calcular como

(¢, 9) = /ai;bada. (1.20)

De forma similar a (1.15), es posible también en este caso definir una relacién de clausura [28]:

/w;(r’)wa(r)da =d(r—1'). (1.21)

Para finalizar con el concepto de bases del espacio F, conviene realizar un breve comentario.
De lo expuesto hasta al momento cabria deducir que todas las bases de F han de ser conjuntos
ortonormales de funciones, y esto no es asi. No existe razén alguna por la cual un conjunto no
ortogonal, pero completo, no pueda ser una base; basta con que verifique la relacién de clausura
adecuada.

1.4. Notacion de Dirac. Espacio de estados &£

En las secciones precedentes hemos visto que el estado cuidntico de una particula viene dado,
en un instante determinado, por una funcién de onda ¥(r,t) perteneciente a un espacio vectorial
F en el que se definen unas bases que permiten expresar de forma alternativa la informacién
contenida en la misma. Tanto para el caso de una base discreta como continua, esta expresién
alternativa requiere, ademas del conjunto de funciones que actiia de base, del conocimiento de los
coeficientes de expansién (véanse las ecuaciones (1.11) y (1.17)). Por tanto, dada una cierta base,
son necesarios unicamente dichos coeficientes para definir univocamente el estado del sistema. Esto
sugiere caracterizar éste mediante la secuencia de los ¢; o ¢, en lugar de mediante la funcién de
onda original. Cabe asi definir el vector de estado, que se denotard mediante [¢), como el vector
compuesto por todos los coeficientes de expansion. Sin embargo, estéd introduccién del concepto de
vector de estado no debe ser contemplada tnicamente desde este punto de vista, es decir, como
una simplificaciéon del formalismo, sino como una generalizacion, ya que existen sistemas cuya
descripcién cuantica no puede realizarse mediante una funcién de onda y si mediante un vector de
estado.
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Por tanto, para cada instante de tiempo, el estado cuantico de una particula se caracterizara me-
diante un vector |¢)) perteneciente a un cierto espacio vectorial abstracto, £, llamado espacio de
estados de la particula. Esta notaciéon fue introducida por el fisico Paul A. M. Dirac, de ahi su
nombre.

En esta seccién se reescribiran, bajo la notacién de Dirac, los principales resultados obtenidos
hasta el momento.

1.4.1 Kets y bras Es un resultado conocido de Algebra Lineal que a cada espacio vectorial se le
puede asociar un espacio, también vectorial, dual. En efecto, considérese un
funcional lineal arbitrario x de £ que a cada ket |¢) de & le asocia un nimero complejo:

[¥) € € == x(l¥) € C. (1.22)

Puede demostrarse que el conjunto de todos los funcionales lineales definibles sobre £ posee es-
tructura de espacio de Hilbert. Denominaremos a dicho espacio £*. Dirac denominé originalmente
a los vectores de £ “kets”, y a los funcionales x de £* “bras”. La razéon de esta denominacién es
aparente cuando se escribe la accién del funcional x sobre el vector |¢) de la forma (x|¢). Los dos
elementos de esta operacién, x y v, se hallan entre “brackets” (en inglés, los simbolos ‘<’y ‘>’).

Una de las principales ventajas de la notacién de Dirac es que permite escribir el producto
escalar definido sobre & —véase la ecuacién (1.3)— de una forma mds compacta basdndose en la
correspondencia existente entre kets y bras. En efecto, dado un ket |¢)) perteneciente a &, siempre
se le puede asociar un bra (1| perteneciente a su espacio dual £* cuya accién sobre cualquier
|@) € € sea asignarle el nimero complejo (|1),|®)), es decir, el producto escalar entre el ket al que
estd asociado (¥| y |¢). Utilizando, por tanto, esta notacién se tiene que el producto escalar entre
dos vectores del espacio £ se puede expresar como:

Wlo) = (1¥), 19))- (1.23)

A continuacion se repiten, de manera concisa, las principales propiedades del producto escalar
en la notacién de Dirac, ya que sera la empleada casi con exclusividad a partir de este momento:

(lo) = (lv)", (1.24)

(Y[M1¢1 + Aagha) = A1 (¥]d1) + Ao (Plgo), (1.25)
(A1 + Aatha|0) = AT (V1|9) + A3 (¢2|d), (1.26)
(Y[y)  es real y positivo; solo es cero si 1)) = 0. (1.27)

Se ha mostrado como a cada ket se le puede asociar un bra, pero, jes posible esta misma
correspondencia a la inversa? La respuesta es no. En general, el espacio dual £* y el espacio de
estados £ no son isomorfos, salvo, por supuesto, que £ sea de dimensién finita. Para paliar esta
deficiencia, se utilizan los llamados kets generalizados que presentan norma infinita, pero cuyo
producto escalar con cualquier ket de £ es finito.

1.4.2 Bases del espacio de De manera similar a como analizamos la existencia de bases del es-
estados £ pacio de funciones de onda F en la Seccién 1.3, trataremos ahora las
bases del espacio de estados €.
Dado un conjunto de kets {|u;)}; € € o un conjunto de kets generalizados {|wa)}a € &, éste se
dice ortonormal si cumple la siguiente condicion:

<’LLZ"UJ'> = 6ij7 (128)
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(Wa|war) = 6(a — o). (1.29)

Pues bien, un conjunto ortonormal® de kets o de kets generalizados se dice base de &, discreta
o continua, respectivamente, si s6lo hay una tdnica forma de expresar cualquier [¢)) € £ como
combinacién lineal de los elementos que constituyen el conjunto:

W) = cilus), (1.30)

%

Y) = /calwa>da, (1.31)

con ¢; = (u;|h) y co = (wa|®). Esta condicién también puede expresarse mediante una relacién de
clausura [28]:

D fug)(ui| = 1, (1.32)

i

/ o {waldar = 1, (1.33)

donde 1 denota el operador identidad en €£.

1.5. Representaciones en el espacio de estados £

Una representacién no es més que la eleccién de una base en el espacio de estados £, bien sea
continua o discreta, con la intencién de conseguir que el cdlculo con kets, bras y operadores se
convierta en un célculo matricial. Pese a que la decisién en un principio es arbitraria, parece obvio
escoger aquella base que facilite el cdlculo lo mas posible.

1.5.1 Representacién de kets Dada una base discreta {|u;)}; o continua {|ws )}, un ket 1) cual-
quiera perteneciente a £ se representa mediante un vector columna
compuesto por sus componentes en la base:

(u1]e)
(uze)
: , (1.34)
(ugle)
para el caso de una base discreta, y
walt) | (1.35)

si ésta es continua.

6La condicién de ortonormalidad, al igual que en el espacio F, no es necesaria, pero si muy ttil.
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1.5.2 Representacién de bras Sea (¢| un bra arbitrario perteneciente a £* y sean las bases dis-
creta y continua {|u;)}; vy {|wa)}a, respectivamente. Siempre se
puede expresar (¢| de forma tnica en funcién de los bras (u;| 0 (wql:

(W =" (Wlus)(ui, (1.36)

7

<w:/wmm%mm (1.37)

donde los componentes de (1|, tanto en la base discreta como continua, (|u;) y (¥|ws), respecti-
vamente, no son més que los complejos conjugados de los componentes de su ket asociado en esas
mismas bases. De esta manera, su representacion se realiza mediante un vector fila:

(Dlur)(@lug) - (WPlug) -+ ), (1.38)

(- (lwa) ). (1.39)

Resulta 1itil observar que, mediante este convenio, (1)|¢) no es mas que el producto de un vector
fila por un vector columna, obteniéndose, como era de esperar, un nimero, en general complejo,
como resultado.

1.5.3 Representacién de Al introducir, en la Seccién 1.2, el espacio F de las funciones de on-
operadores da, vimos que sobre éstas podian actuar operadores lineales. De igual

manera, éstos también pueden actuar sobre £. Pese a que la teoria
correspondiente se presentard mas detenidamente en la siguiente seccién, mencionaremos aqui bre-
vemente que su representaciéon se corresponde con una matriz cuyos elementos se calculan, segin
la base sea discreta o continua, como

Ay = (ui Aluy), (1.40)

Ao, a') = (wa| Alwar)- (1.41)
1.5.4 Cambio de representacion Hasta el momento se ha mostrado cémo, para una base con-

creta, kets, bras y operadores pueden representarse de manera

matricial. Se verd a continuacién cémo se relacionan dos representaciones arbitrarias cualesquiera’.

Sean dos bases discretas de &, {|u;) }: y {|vk)}x. Se define la matriz de cambio de base B como

Bix = (ui|vg). (1.42)

Pues bien, dado un ket arbitrario |¢)) € &, es inmediato comprobar que la relacién entre sus
componentes en cada

(ORlts) = D Bl (uily). (1.43)

Por otro lado, si se toma su bra asociado, (1|, se tiene

"Por simplicidad se considera tan solo el caso de bases discretas en €. La generalizacién al caso continuo no
resulta dificil a partir de lo aqui expuesto.
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(Yluk) = ZBik<1/)|Ui>- (1.44)

De manera similar, y considerando un operador lineal A cualquiera con componentes A;; en la
base {|u;)};, su representacion en {|vy)}+ tiene por elementos de la matriz (en funcién de los A;;):

A = (vi| Aluy) = ZBZiAiijl- (1.45)

ij

1.6. Operadores lineales

Un operador lineal A asocia, mediante una correspondencia lineal, a cada ket |¢) € £ otro ket

') e €3

[¢) = Aly). (1.46)

Pero A también puede actuar sobre el espacio dual £*, es decir, sobre los bras. Considérese un
bra cualquiera (¢| y el conjunto de todos los kets |¢) € £. A cada uno de estos kets se le puede
hacer corresponder el niimero complejo (|(A|p)). Dado que A es lineal, y teniendo en cuenta la
propiedad de linealidad con respecto a la segunda componente del producto escalar, se tiene que,
una vez fijado el operador A y el bra (|, se ha definido un nuevo funcional lineal que actiia sobre
el espacio de kets £. Este nuevo bra se denotara mediante ()| A. Asi pues, la accién de un operador
lineal sobre el espacio dual £* se puede expresar como:

(W] € & L (Y|A e &*. (1.47)

Sea ahora |1) el ket dual del bra (¢|A. Dado que la correspondencia ket-bra es antilineal, |¢)
puede interpretarse como la accién de un operador lineal, que se denotara mediante Af, sobre |¢),
el ket asociado al bra (¢|. El operador A, relacionado con A de la manera que se acaba de mostrar,
se denomina el hermitico conjugado de A.

Puesto que |[¢p) = AT|@) es el ket asociado al bra (¢|A, el producto escalar de |) con un ket
arbitrario |a) ha de ser, en virtud de la propiedad de simetria del producto escalar, el conjugado
del producto escalar entre |a) y |¢), es decir:

(alAT|y) = (]Ale)*, (1.48)

de donde se deduce que (AT)T = A; o0 lo que es lo mismo: la conjugacién es una operacién hermitica.
De forma similar pueden deducirse las siguientes relaciones:

(AA)T = X AT, (1.49)
(A+B)t = AT + BT, (1.50)
(AB)" = BT AT, (1.51)
(la)(BDT = 18){al, (1.52)

con Ay B dos operadores lineales cualesquiera y A un escalar arbitrario.

8 Aunque, como ya avanzamos, [¢") puede no pertenecer a £, en principio ese caso no es de interés.
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Antes de continuar, conviene realizar un pequeno inciso acerca de la expresién (1.52). Se trata
de una igualdad entre dos operadores lineales; para comprobarlo, no hay méas que considerar un
ket arbitrario |1) al que aplicarle |«){5| para obtener el ket |a)(5]1). Luego |a){(5] no es mas que
un operador lineal.

A la vista de los resultados anteriores, se da la siguiente regla para obtener el resultado de
la conjugacion sobre una expresion algebraica: sustituir todos los escalares y operadores por sus
complejos conjugados, todos los kets por sus bras y viceversa, y, finalmente, invertir el orden de
los diversos simbolos.

1.6.1 Autovalores y autovectores Como se verd més adelante, la medida de una magnitud fisica
de operadores lineales lleva asociado el calculo del espectro o conjunto de autovalores

de un operador lineal asociado a dicha magnitud. Este hecho
justifica que se dedique atencién a las peculiaridades algebraicas de este cédlculo.

Sea A un operador lineal. Por definicién, el escalar, en general complejo, a es autovalor de A,
y el ket |¢)) autoestado asociado a a s:

Alp) = aly). (1.53)

Evidentemente, si |1)) es autoestado de A asociado a a, el ket c|i)), con ¢ un escalar arbitrario,
también lo serd. Resulta inmediato verificar que si existen varios autoestados de A asociados a a
linealmente independientes, cualquier combinacién lineal de estos kets es autoestado de A asociado
a a. Ademas, estos autoestados linealmente independientes determinan un espacio vectorial. Si este
espacio —un cierto subespacio de £— es unidimensional, el autovalor a se dice sencillo; en caso
contrario, degenerado.

De forma mas general, teniendo en cuenta la posible degeneracién, el problema de autovalores
de un operador lineal A puede escribirse de la forma

Algy') = anlvy'). (1.54)

El significado de la notacién es el siguiente: n enumera los distintos autovalores de A (los a,, ), para
cada uno de los cuales existe un conjunto de kets linealmente independientes, {|¢7"),m =1,...,gn},
donde g, es el indice de degeneracién del autovalor. Como se ha visto, g, es a su vez la dimensién
del subespacio generado por el conjunto {|t*)} .

1.6.2 Traza de un operador Dado un operador lineal A y una representaciéon del mismo en la
lineal base {|u;)};, se denomina traza de A, y se denota mediante tr{A},

a la suma de los componentes de la diagonal principal® de su repre-
sentacion matricial, es decir,

tr{A} =) (u|Afu;) = ZA” (1.55)

[

Si la base utilizada fuese continua, {|ws)}a, se tendria que

tr{A} = /(wa|A|wa>da = /A(a,a)da. (1.56)

A partir de lo expuesto en la Subseccién 1.5.4, es claro que la traza de un operador no depende
de la representacién elegida.

9En el caso de un espacio de estados £ de dimensién infinita, la traza de un operador A sélo se define si las
expresiones (1.55) y (1.56) convergen.
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1.6.3 Restriccién de un Sea un operador lineal arbitrario A que actia en €. Se define la
operador lineal a un subespacio restriccién de A en un subespacio &, (g-dimensional) de &, y se
denota por A, al operador:

Ay = PjAP,, (1.57)
donde
q
Py = Z i) (usl, (1.58)
i=1
con {|u;)}i, @ = 1,...,¢, una base ortonormal de &;. Posteriormente, en la Subseccién 1.6.6, se

verd que P, no es més que el operador proyector en el subespacio &,.

1.6.4 Teoremas basicos de Se muestran a continuacién, sin demostracién!'®, algunos resultados
algebra de operadores fundamentales para dos operadores A y B cuyo conmutador no es

cero. En algin caso se considerardn funciones de A y B sobre el
espacio de estados £; supondremos siempre que éstas pueden ser desarrolladas en serie de potencias:

F(B)=) c,B", (1.59)
n=0
con ¢, los coeficientes del desarrollo.

Teorema 1 Dado un operador cualquiera A y una funcion arbitraria de este operador, F(A),
[F(A), 4] = 0.

Teorema 2 Si A y B son dos operadores no conmutables, y si & es un escalar arbitrario, entonces,
st n es entero:

EABre—¢A = (S4B €AY, (1.60)

A F(B)e 4 = F(ef4 Be ). (1.61)

Teorema 3 Si A y B son dos operadores no conmutables, y el operador inverso de A, A~*, existe,
se tiene que:

AB"A™! = (ABA™H)™, (1.62)

con n entero, y
AF(B)A™' = F(ABA™). (1.63)
Teorema 4 Si A y B son dos operadores no conmutables, y & es un escalar arbitrario, entonces:

et Be ¢4 = B+ ¢[A, B] + 2—2![A, [A, B]] + %A, [A, [A,B]]] +--- (1.64)

10A] lector interesado se le remite a [28].
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Teorema 5 Si A y B son dos operadores no conmutables que satisfacen las condiciones

[A,[A, B]] = [B, |4, B]] =0, (1.65)
se cumple que
eAtB = eAeBem3lAB] — ¢BeAgslAB] (1.66)

1.6.5 Operadores lineales mas Hasta el momento, se han caracterizado de forma genérica los
relevantes operadores lineales que actian sobre los elementos del espacio £.

A partir de esta seccién se presentaran algunos que, por sus pecu-
liaridades, resultan, como se tendréd ocasién de apreciar mas adelante, especialmente interesantes
en Mecéanica Cuantica.

» Un operador lineal H es hermitico si es su propio conjugado: H = HT.
» Un operador lineal I es antihermitico si es el opuesto de su conjugado: I = —I7.

s Cualquier operador lineal A puede escribirse de forma tnica como suma de dos operadores,
uno hermitico y otro antihermitico: A = Ha + Ia, con Ha = (A+ AT)/2y 4 = (A — AT)/2.

= Se llama inverso de un operador A al operador A~! que verifica AA™1 = A~14 =1.

= Un operador U es unitario si es el inverso de su propio hermitico conjugado: UUt = UTU = 1,
donde con 1 se denota, tanto en este parrafo como en el anterior, el operador identidad. La
propiedad caracteristica de este tipo de operadores es que su actuacién sobre los kets de un
espacio de estados £ de dimension finita conserva el producto escalar. De esta manera, la
accién de un operador unitario U sobre una base ortonormal de £ da como resultado otra
base también ortonormal.

1.6.6 Operadores proyecciéon Un tipo de operador hermitico muy versétil en el dlgebra de ope-

radores es el operador proyeccién o proyector. Se denomina asi a
cualquier operador hermitico P que verifica P2 = P. Es inmediato comprobar que todo operador
que cumple esta condicién lleva asociado un subespacio de £ sobre el que “proyecta” el ket genérico
sobre el que actua.

Considérese el ejemplo del proyector elemental. Sea el ket normalizado |11) tal que (¢]1)1) = 1.
Este ket subtiende un espacio de dimensién 1 al que se denominaréd &£;. Sea ahora el operador Py,
definido como Py, = [11){(31], y sea un ket arbitrario |¢). Si se llama |¢;1) al ket resultante de
aplicar el operador Py, sobre |¢), es decir, |¢p1) = Py, |¢) = |¢1)(¢1]¢). No hay duda de que
|¢1) es la proyeccion sobre &; de |¢). El coeficiente de proporcionalidad, obviamente, es (11 |¢). El
significado geométrico del operador Py, esta por tanto claro: no es méas que la proyeccién ortogonal
en el espacio &;.

Es facil verificar que los autovalores de P, son 1, sencillo, y 0, con indice de degeneracién
infinito. Ademaés, todo ket perteneciente a £ puede ser descompuesto de forma tunica como la
suma de su proyeccion sobre un espacio &£, y su proyeccién sobre un espacio &, complementario al
primero.

La generalizacién del concepto de operador proyeccion sobre espacios de dimensién mayor que
uno es muy sencilla a partir de lo anterior. Asi, sea |1)1), |¢2), ..., |¥q), un conjunto ortonormal de
vectores que subtienden un espacio £, de dimensién q. Pues bien, el operador proyeccién sobre &,
no es mMas que:

Py = Z |hi) (Wil (1.67)
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De esta manera, y recordando la accién de la restriccién A, al subespacio &; sobre un ket cualquiera
|Y) € &, puede entenderse ésta como la proyeccion en &; del ket resultado de aplicar A a la
proyeccién de |¢) en dicho subespacio.

1.6.7 Operadores observables Se trata de una clase de operadores hermiticos que, como se

verd posteriormente, desempenan un importante papel en la inter-
pretacién fisica de la Teoria Cudntica. Pero antes de abordar su definicion, veremos dos propiedades
importantes de los autovalores y autovectores de un operador hermitico.

Considérese un operador A hermitico al que, por simplicidad, se le supondrd un espectro dis-
creto de autovalores {a,;n = 1,2,...} con indice de degeneracién g,. De acuerdo con la notacién
introducida, ) (m = 1,2,...,¢g,) representara el conjunto de kets linealmente independientes
asociados al autovalor a, que determinan el subespacio &,. Obviamente, este conjunto siempre
puede ser escogido ortonormal. Se puede demostrar que [28]

= Los autovalores de un operador hermitico son reales.

» Los autoestados de un operador hermitico asociados a diferentes autovalores son ortogonales.

Es inmediato comprobar, por tanto, en base a la segunda propiedad, y al hecho de que el
conjunto de autoestados de un autovalor a,, cualquiera pueda ser elegido ortonormal, que todo
operador hermitico posee un conjunto ortonormal de autoestados. Pues bien, si dicho conjunto
constituye una base de &£, es decir, verifica una relacién de clausura del tipo:

oo gn

SNl =1, (1.68)

n=1m=1

se dice que el operador hermitico es un observable. A partir de esta definicién es claro que A se
puede expresar como

A=>"a,P,, (1.69)

donde P, es el proyector sobre el espacio determinado por los autovectores asociados al autovalor
an. Ademsds, su traza se puede obtener como:

tr{A} = Zan. (1.70)

Para comprobarlo no hay méas que calcularla utilizando sus autoestados como base para la repre-
sentacién matricial.

1.7. Producto tensorial de espacios de estados

En lo que va de capitulo, por simplicidad en el formalismo, se ha supuesto que nuestro sistema
cuantico elemental estaba formado por una particula de masa m. Se ha reunido el conocimiento
del estado dindmico del sistema, bajo la notacién de Dirac, en el ket |1)) perteneciente a un cierto
espacio de estados £. En esta seccién complicaremos ligeramente nuestro sistema: ahora éste es-
tard compuesto por dos particulas lo suficientemente separadas como para que podamos despreciar
su interaccion.

De acuerdo con el formalismo introducido en secciones anteriores, podemos asignar a cada una
de las dos particulas de nuestro sistema un estado [¢;) y un espacio de estados &; (con i = 1,2). Sin
embargo, cabe preguntarse si existird alguna forma de describir conjuntamente el sistema mediante
un unico estado [1) de un cierto espacio global de estados Erotal. Pues bien, tal descripcién es
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posible en el espacio de estados resultante del producto tensorial de los espacios de estados & y
Es: ETotal = €1 ® & En este espacio, [¢) = |¢h1) ® |1h2) suele expresarse, de forma simplificada,
como |1)1,12) 0 |th1)]1h2). A continuacién se presentan algunos resultados fundamentales de dlgebra
sobre el espacio producto tensorial.

= Linealidad con respecto al producto por escalares:

(A1) ® [th2) = A1) @ [2), (1.71)

[v1) @ (AlYh2) = A(|¢1) @ [2)). (1.72)

= Distributividad con respecto a la suma de kets:

1) @ ([$2) 4 92)) = [¥1) @ [1h2) + [¢1) @ |¢2), (1.73)

(Ih1) + 191)) © [9h2) = [¥1) © [9h2) + [¢1) @ [¢h2). (1.74)

» Bases del espacio de estados total: Dada la base {|u;)}; de &1 y {|v;)}; de &, el conjunto
de kets {|u;) ®|v;) }i; es base del espacio total Eqotal. Logicamente, si la dimensién de & fuera
N1, y la de & Na, el espacio Ergtal serfa de dimensién Ny - No. Ademds, si [11) = Y. ailu;)
y |[e) = Zj b;lv;), entonces

[P1) @ [h2) = Zaib_j|ui> ® |vj). (1.75)

Finalmente, un estado arbitrario [¢)) del espacio Erotal Se escribe, en funcién de la base
{ui) ® [vj)}ij, como

lv) = Zcig‘\ui> ® |vy). (1.76)

= Producto escalar: Se define el producto escalar entre los kets [¢)) = |¢)1) ® |1p2) v |¢) =
|p1) ® |p2) del espacio total Eptal cOmo

(DY) = (D1, P21, ¥2) = (P1|1)(P2]1h2). (1.77)

= Operadores: Dados los operadores A; y Ay pertenecientes, respectivamente, a los espacios
&1y &, se define la accién del operador A; ® Ay sobre el ket [1)1) ® |1p2) de la forma

(A1 @ A2)([P1) @ [2)) = (A1|¢h1)) ® (Azliha)). (1.78)

En algunas ocasiones puede ser necesario determinar el estado resultante de la operacién del
operador Aj, por ejemplo, sobre |11) ® [1)3). Dado que A; no esta definido sobre Erotal, se
recurre a hacer operar sobre Erutal @ la extension sobre este espacio de A;q. Este operador
extendido, representado por Aj, actia de la forma siguiente:

AL(len) ® [2)) = (Ailgn)) @ [gfo). (1.79)

Se puede asi interpretar El como A; ® 15, donde 15 es el operador identidad en el espacio

&
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= Autovalores y autovectores de operadores extendidos: Es inmediato comprobar a
partir de (1.79) que si un operador A; perteneciente al espacio &£ tiene, por ejemplo, un
espectro discreto de autovalores,

A7) = an|vyy) 3 m=1,...,0n, (1.80)

el operador extendido Ay perteneciente al espacio Erotal = 1 ® &5 presenta el problema de
autovalores

A1) ® [62)) = arn([$7h) © |92)) sm=1....,gn, (1.81)

donde |¢3) representa a un ket cualquiera perteneciente a Es.

A partir de estos resultados se puede concluir lo siguiente:

e Si Ay es un observable en £, entonces el operador extendido A; también serd un ob-
servable en Etgtal.

e El espectro de gl en Etotal €s el mismo que el de A; en &.

e Un autovalor aj, con indice de degeneracion g, en & tendrd en Eryia un indice de
degeneracién Ns - g,,, donde N> es la dimensién del espacio &s.

Por simplicidad, el formalismo descrito en esta seccién se ha limitado al producto tensorial
de dos espacios de estados. En cualquier caso, no ofrece la méas minima dificultad, a partir de lo
aqui expuesto, la generalizacién de los resultados obtenidos a un producto tensorial de un nimero
arbitrario de espacios de estados.
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El objetivo principal del capitulo anterior era introducir el lenguaje matematico asociado a
la Fisica Cudntica. En el capitulo que se inicia ahora se emplearan estos primeros conocimientos,
junto con otros que se irdn introduciendo de forma paulatina, para describir la evolucién del estado

y la medida en sistemas cudnticos'.

2.1. Postulados de la Mecanica Cuantica

Tal y como vimos en el capitulo anterior, el fin tltimo de la Fisica Cudntica es describir con la
mayor precisién y consistencia fenémenos fisicos. La caracterizacién de estos fenémenos pasa por
determinar en qué grado ciertas magnitudes fisicas son medibles sobre el sistema fisico asociado al
fenémeno. Se hace necesario, por tanto, establecer con exactitud cémo la realizacion de medidas
puede describirse cudnticamente. A ello, y a la evolucién del estado, se consignan los siguientes
postulados?.

1En este capitulo y en los posteriores se empleara la notacién caligrafica para referirse a las magnitudes fisicas
y a los espacios de estados. Para diferenciar a los escalares de los operadores, emplearemos en éstos la notacién
tradicional del circunflejo.

2En la exposicién de los postulados se consideran tinicamente observables con espectro discreto; obviamente, los
postulados son extensibles al caso continuo.

17
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2.1.1 Primer postulado Como ya se ha dicho, el estado cudntico de una particula puede ser

descrito mediante una funcién de onda perteneciente a un espacio F.
Posteriormente se asigna a cada una de las funciones pertenecientes a F un ket perteneciente a
un espacio de estados £. Pues bien, el primer postulado no es mas que una generalizacion de la
descripcién del estado cudntico de una particula al de un sistema fisico cualquieras:

Para un instante cualquiera tg, el estado cudntico de un sistema fisico estd perfecta-
mente determinado por un ket |1(to)) perteneciente a E.

2.1.2 Segundo postulado El segundo postulado relaciona los operadores observables con las mag-
nitudes fisicas, haciendo atin mas notorias las diferencias existentes en-
tre la descripcion clésica y cudntica de un sistema:

A toda magnitud fisica A medible sobre un sistema fisico se le puede asociar un operador
A que actia sobre el espacio de estados €. Ademds, A ha de ser un observable.

2.1.3 Tercer postulado En el postulado precedente simplemente se asigna a cada magnitud fisi-
ca un operador observable, pero sin entrar en absoluto en los posibles
resultados de la medida . Sera este tercer postulado el que lo haga:

Los unicos resultados posibles de la medida de la magnitud A sobre el sistema fisico
son los autovalores del observable A asociado a dicha magnitud. Asi, si expresamos la
ecuacion de autovalores del observable A de la forma:

A\%% = a’n|¢;n>7 (21)

los posibles valores de la medida de A son los a,. Ndétese que, como todo observable es
un operador hermitico, los resultados de la medida han de ser siempre reales.

2.1.4 Cuarto postulado Este postulado es, realmente, la continuaciéon inmediata del tercero, pues

proporciona informacién sobre los valores concretos que resultaran de
realizar medidas en un sistema fisico. El postulado anterior dejaba completamente indeterminado
este extremo, ya que reconocia que los unicos resultados posibles de la medida eran los autovalores
del observable asociado, pero no desvelaba cual de ellos se obtendria. Esto se aclarara ahora, aunque
la informacién que se proporciona es, salvo en ciertos casos, puramente probabilistica:

Cuando la magnitud A se mide sobre un sistema fisico caracterizado por el estado i),
la probabilidad de obtener como resultado de la medida a,, es

In

Pr(as) = 3 1w 9)2, (2.2)

m=1

donde recuérdese que g, es el indice de degeneracion del autovalor a,. Ademds, una
vez que se ha realizado la medida y se ha obtenido como resultado un autovalor a,
cualquiera, el estado del sistema, a partir del instante de medida, pasa a ser

Pul)
(W] Py |yp)1/2

donde P, es el proyector sobre el espacio subtendido por los autoestados de A asociados
al autovalor a,, (Isnff’m = 5nmf’n). Se produce, por tanto, un colapso de la funcion de
onda en el estado |¢y,). Asi pues, la medida determina una evolucién del sistema que
cabria calificar como estrictamente probabilistica; no hay mds que tener en cuenta el
cardcter aleatorio del resultado de la medicion.
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Una importante consecuencia de este postulado es el hecho de que dos kets que difieran tinica-
mente en un factor de fase representan el mismo estado “fisico”, pues un factor de fase no afecta a
la prediccién de una medida. Sin embargo, como se tendra ocasién de comprobar en la Seccién 2.2,
las fases de expansion de un vector de estado como combinacion lineal de otros si son significativas.

2.1.4.1 Valor medio y momentos Puesto que el resultado de medir la magnitud A es de natura-
estadisticos leza probabilistica, es posible caracterizar estadisticamente el

acto de realizar la medida en un cierto estado normalizado |1}
definiendo, respectivamente, el valor medio y la desviacién cuadratica media:

(A)y = (WlAl), (2.4)

AAy = (YI(A— (A)y)?|9)2. (2.5)

Como resultado mas general, es ficil comprobar que el momento estadistico n-ésimo de la
medida es:

(A™) = (| A" [y). (2.6)

2.1.4.2 Medidas con El caracter netamente probabilistico de la medicién de una magnitud no
incertidumbre nula  impide que, bajo ciertas circunstancias, se pueda predecir el resultado con

certeza absoluta. De hecho, cuando el estado |¢)) en que se encuentra el
sistema es precisamente uno de los autovectores del observable asociado a la magnitud fisica a
medir, se tiene asegurado que se obtendra el autovalor asociado al autoestado en cuestién. Obvia-
mente, el valor medio obtenido de la expresién (2.5) coincide con dicho autovalor. Ademads, todos
los momentos estadisticos centrados superiores son cero, como corresponde a la inexistencia de
incertidumbre.

2.1.4.3 Magnitudes fisicas Cabe preguntarse si existen estados que sean simultaneamente au-
compatibles y no compatibles toestados de méas de un operador observable, es decir, si existen

estados en los que se conozcan con certeza absoluta los valores de
més de una magnitud fisica. Nétese que lo que se pretende indagar es una cuestiéon que no tiene
igual en la Fisica Clasica, donde la precisién en la medida no se ve enturbiada en absoluto por la
realizacién de otras mediciones. Como ya se ha comentado, los tinicos limites en la exactitud son
en este caso puramente tecnolégicos, determinados por los aparatos utilizados.

Sean A y B dos observables que tienen los mismos autovectores, lo cual no implica que posean
necesariamente los mismos autovalores. Segun el cuarto postulado, si al medir la magnitud asociada
a A obtenemos el autovalor an, el sistema queda colapsado en el estado |,). Ahora bien, como
este autoestado también lo es de B, con, por ejemplo, el autovalor asociado b,,, se sabe con toda
seguridad que el valor de B es b,. La medida de A no ha afectado negativamente a la precision
con la que se conoce B. Si se hubiese medido primero B, ocurriria exactamente lo mismo con A.
La condicién necesaria para que esto se produzca es, por tanto, que A y B conmuten®. Se dice
entonces que ambas magnitudes son compatibles porque pueden ser medidas simultdneamente sin
perturbarse.

Por el contrario, supéngase que |¢,,) es autovector de A pero no de B. Con toda generalidad,
|thn), como cualquier ket perteneciente a &, se puede escribir como combinacién lineal de los
autovectores del observable B:

() = Y calbs). (2.7)

?

3Se insta al lector a que, efectivamente, se convenza de ello.
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En este caso s6lo se conoceran las probabilidades |c;|? de obtener como resultado de la medida de
B el valor b; (autovalor del autoestado |b;)). Es decir, el hecho de medir la magnitud A perturba
el conocimiento certero de B. Se dice, por tanto, que ambas magnitudes son no compatibles. Esto
muestra que la Fisica Cudntica, a diferencia de la Fisica Cldasica, establece limites fundamentales
a la precision con la que se pueden conocer magnitudes fisicas de manera simultanea.

2.1.5 Quinto postulado Los cuatro postulados anteriores se ocupan fundamentalmente de la des-

cripcién del sistema fisico cuando sobre él se realizan medidas. Este lti-
mo postulado se ocupard de la evolucién del estado del sistema inmediatamente después de efectuar
la medida:

La evolucion temporal del estado del sistema, |v), viene dada por la ecuacion de
Schrédinger (1.1). Utilizando la notacidn de Dirac, ésta se puede escribir de la for-
ma:

L d A
ih= 1) = HW), (2.8)

en donde H es el observable asociado a la energia total del sistema, denominado, por
razones historicas, hamiltoniano. Se trata, pues, de una evolucion determinista del
estado.

La ecuacién (2.8) es de primer orden en el tiempo. Esto implica que, una vez integrada, sera pre-
ciso el uso de una condicién inicial para encontrar el valor de una constante indeterminada. Esta
condicién es, precisamente, el estado del sistema en algin instante concreto de tiempo tg, |[1(to)).
Este estado se puede conocer, por ejemplo, porque en ¢t = ty se haya realizado una medida de
alguna magnitud, resultando un autovalor cuyo autovector asociado es |1)(tg)).

Ademds se puede comprobar que, dado que la ecuacién (2.8) es lineal y H es hermitico, la
evolucién de un estado cuédntico se puede describir mediante

[%(2)) = Ut t0) ¥ (t0)), (2.9)

donde U(t,ty) es un operador unitario denominado, por razones obvias, de evolucién. En el caso

de sistemas conservativos, es decir, aquellos en los que H no depende del tiempo, U(t,to) =
exp[—iH (t — to)/h].

2.2. Principio de superposicién

Sean dos autoestados ortonormales |11), |t2), asociados respectivamente a dos autovalores
sencillos, by, ba, de un observable B, y sea |1)) = A1|Y1) + A2li2) el estado del sistema. Segun el
cuarto postulado, si se mide la magnitud B, la probabilidad de obtener como resultado el valor by
es

Pr(b1) = [{¥1|9)]* = [\ ], (2.10)

mientras que la probabilidad de conseguir by es

Pr(b) = |<1/)2W1>|2 = |>\2\2~ (2.11)

Ahora bien, esto no significa en ningin caso que IV sistemas como el anterior sean equivalentes a
N|\{|? sistemas preparados en un estado |t1) y N|\2|? caracterizados por |t5). Para comprobarlo,
se recurre a un operador observable cualquiera A (que contenga en su espectro, por ejemplo, un
autovalor sencillo a,, asociado a un autovector |¢,)), que verifique:
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Pri(an) = [(dnlv)?, (2.12)

si el sistema estuviese descrito por el ket |¢)1), y

Pry(an) = [{dnlv2)]?, (2.13)

si estuviese caracterizado por [¢)3). De este modo, si la interpretacién de mezcla estadistica fuese
correcta, y el estado del sistema fuese |9)), la probabilidad de obtener a,, al medir la magnitud .4
seria

Pr(a,) = |\ [*Pri(a,) + | X2[*Pra(ay,). (2.14)

Si recurrimos de nuevo a lo estipulado en el cuarto postulado, es inmediato comprobar que este
resultado no concuerda en absoluto con |{¢,|¥)|?. Operando de la manera adecuada se obtiene

Pr(an) = [(dnlt)|* = [\ [*Pri(an) + [Nol*Pra(an) + 2R{A A5 (dn 1) (fnl )"} (2.15)

Se observa, por tanto, que no sélo los médulos de A1 y Ay son significativos, sino que aparecen
también unos efectos de interferencia en los que la fase relativa de ambas constantes es relevante
(a través del término A1 A}). A este tipo de superposicién se la denomina coherente.

La verdadera importancia de esta interferencia serd clara cuando tratemos, al final del capitulo,
el fenémeno de la decoherencia. Entonces se verd cémo la interaccién entre dos sistemas (los cuales
pasan a estar correlados o “entangled”) impide acceder de manera aislada a las fases relativas
de la superposicién que describe el estado de cualquiera de ellos. Su caracterizacién individual se
convierte entonces en una superposicion incoherente.

2.3. Principio de incertidumbre de Heisenberg

Tal y como se ha adelantado ya, en la Fisica Cudntica existe una limitacién sobre la certeza
con la que se pueden medir dos o mas magnitudes no compatibles simultdneamente. Este hecho fue
formulado por el cientifico alemédn Werner Heisenberg, quien demostré que la incertidumbre en el
conocimiento de la posiciéon de una particula, multiplicada por la incertidumbre en su cantidad de
movimiento (o “momentum”), nunca puede ser mas pequena que una cierta cantidad, la constante
de Planck. Ademas, este limite es una propiedad fundamental e ineludible, que no depende de la
forma en que se realicen las medidas, ni del tipo de particula.

Asi, sean dos observables A y B, tales que su conmutador es [A,B] = iC, donde C es un
operador arbitrario. Heisenberg establecié que, para cualquier estado [i) del sistema fisico sobre
el que se realice la medida simultdnea de ambos, se verifica

(AAP(ABY > LG (2.16)

A fin de demostrar este resultado, considérense los operadores desplazados & y /3’:

A — (A), (2.17)

&

X0
[
e}

— (B). (2.18)

(AG)? = (AA)? = (a), (2.19)
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(AB)* = (AB)* = (B), (2.20)

por lo que, en la demostracién, se pueden utilizar estos ultimos.

Sea ahora el ket arbitrario |¢) = (& + iA3)|1), con X un escalar real cualquiera. Si se aplica la
Propiedad 5 del producto escalar, se tiene que

(&%) — MCY + A2(3%) > 0. (2.21)

Esta desigualdad es cierta para cualquier \; luego en particular lo serd para A = (C')/(2(3)2). Pues
bien, para obtener (2.16) no hay mds que sustituir este valor en (2.21), y deshacer los cambios
(2.17) y (2.18).

Una vez comprobada la validez de la ecuacién (2.16), cabe ahora preguntarse por aquellos
estados que cumplen la igualdad. Esta condicién es equivalente a (¢|¢) = 0, lo cual, como es
sabido por la Propiedad 5, sélo es posible si |¢) = 0. En definitiva, los estados, llamados de minima
incertidumbre, que dan lugar a la igualdad en (2.16) son aquellos que verifican la condicién

(A~ (A)ly) = —iA(B — (B)|¥). (2.22)

Noétese que si los dos observables conmutan, (2.16) se transforma en:

(AA?(AB)? > 0; (2.23)

es decir, para poder realizar la medida simultanea de A y B con absoluta certeza es necesario que
A y B conmuten.

Este principio posee profundas implicaciones no del todo libres de controversia. En el momento
de su formulacién marcé el fin del sueno Laplaciano de una teoria determinista de la ciencia; cierta-
mente, no se pueden predecir los acontecimientos futuros con exactitud si ni siquiera tedricamente
se puede determinar el estado presente del universo de forma precisa.

2.4. Imagenes de la Mecanica Cuantica

En todos los capitulos de este libro se entiende la evoluciéon temporal del sistema segin la
imagen (“picture”) de Schrodinger, en la cual el estado del mismo depende del tiempo, mientras
que los operadores son invariantes. Sin embargo, existen formulaciones alternativas que dan lugar a
diferentes imagenes y que, pese a que no seran utilizadas, si merece la pena tener una idea general
de ellas.

Asi, la llamada imagen de Heisenberg posee una estructura dual a la de Schrédinger: los ope-
radores son los que ahora dependen del tiempo, mientras que el estado permanece fijo. La relacion
entre ambas viene dada por la siguiente ecuacién de evolucion:

[vs(t)) = Ul(t to)[Yu(to)), (2.24)

donde los subindices S y H denotan, respectivamente, la imagen, de Schrédinger o Heisenberg, a
la que pertenece el estado. Como U (¢, tg) = 1, ambos kets coinciden necesariamente en tg. De esta
manera, y teniendo en cuenta que las dos han de predecir idénticos resultados, se tiene que

(A) = (Ws(t)|As|s(t) = (Vn(to)| Anlm (o)), (2.25)

con A un operador cualquiera, y Ag y Ag la forma de denotarlo en cada una de las imagenes.
A partir de lo anterior, es inmediato conseguir una transformacién de semejanza entre ambos
operadores:
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Ap(t) = Ul (t,t0)AsU (L, to). (2.26)
La evolucién temporal de los operadores Ap viene dada por la ecuacién de Heisenberg:

d 1. - A
aAH(t) = %[AH(t)»HH(t)]' (2.27)
Esta imagen resulta especialmente 1itil cuando se cuantifica un sistema descrito clasicamente,
ya que su evolucion se expresa mediante una serie de ecuaciones operacionales, obtenidas a partir
de (2.27), bastante similares a las correspondientes clésicas.
Obviamente, hay muchas més imégenes, tantas como transformaciones de semejanza, del tipo
de la ecuacién (2.26), se quieran establecer.

2.5. Descripcion de un estado cuantico mediante el opera-
dor densidad

Hasta ahora se ha supuesto que el estado cudntico de un sistema era perfectamente conocido
con anterioridad a la realizacién de cualquier medida; es lo que se denomina un estado puro. Sin
embargo, muy rara vez es asi. En la mayoria de las ocasiones la informacién que se posee acerca del
estado del sistema es incompleta, y sélo es posible su descripcién mediante una mezcla estadistica.
La gran ventaja del formalismo del operador densidad es que permite caracterizar la medida y
evolucién de un sistema fisico en ambos casos. Constituye, pues, una descripciéon alternativa al
conocimiento de [).

2.5.1 Caso de estado puro Considérese un sistema fisico tal que su estado viene dado por el ket
normalizado |1)(t)), y sea el conjunto {|u;)}; una base ortonormal de
E. El estado [1(t)) puede expresarse de la forma:

() = > en(t)|un), (2.28)

con ¢, (t) = (up|tp(t)). Se denomina operador densidad al proyector p(t) = [1(¢))((¢)|. A partir
de esta definicién y de (2.28) se obtienen los componentes de su representacién matricial en dicha
base:

(un|p(t)[um) = cn(t)cr, (B)- (2.29)

En funcién de este nuevo operador resulta 1til reescribir algunos de los resultados de la Seccién
2.1. En efecto, sup6ngase que se desea calcular el valor medio del observable A: (¢ (¢)| Al (¢)). Sin
més que emplear (2.28), se obtiene

(A) = cnlt)en, (1) (um| Aluy). (2.30)
Si en esta expresion se usa (2.29), es posible escribir dicho valor medio como

(A) = (unlp(t) Aun) = tr{p(t) A}, (2.31)

n

en donde tr denota que ha de calcularse la traza, en cualquier base ortonormal®, del operador entre
llaves.

4Recuérdese que la traza es independiente de la representacién utilizada, luego la base no ha de ser necesariamente
ortonormal; basta con que el conjunto sobre el que se promedia sea base. Sin embargo, la ortonormalidad simplifica
el formalismo.
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Uno de los resultados més importantes de la primera seccién de este capitulo es la primera
parte del cuarto postulado, que se puede enunciar como

Pr(an) = (¥ (1) Palto(t)), (2.32)

donde P, es el proyector en el subespacio asociado al autovalor a,. Pues bien, a partir de lo
anterior, es sencillo demostrar que

Pr(a,) = tr{p(t)P,}. (2.33)

El operador densidad no sélo permite la reexpresion de los resultados asociados a la medida
de un observable, sino que también, dado que contiene informacién temporal sobre el estado del
sistema, permite caracterizar la dindmica de éste. De hecho, a partir de (2.8) y de la definicién de
operador densidad, la ecuacién de evolucién del sistema se puede escribir como

Lot = = (D), 5(0)] (2.34)

2.5.2 Caso de mezcla estadistica Como deciamos al principio de esta seccién, en el caso mas
general el estado de sistema no es perfectamente conocido. A lo
sumo, se sabe que [¢) puede ser alguno de los elementos de un conjunto {|i;)}; con probabilidad
pi (evidentemente, >, p; = 1). Se verd a continuacién la forma que posee el operador densidad en
este caso.
Supdngase inicialmente que el estado del sistema es el k-ésimo de los posibles: |¢) = |i);). La
probabilidad de que al medir con A en dicho estado se obtenga a,, es, de acuerdo con (2.33),

Pry(an) = (Vx| Paltn) = tr{prPn}, (2.35)
con pr = |t){¢g|. Al incorporar la incertidumbre en el conocimiento del estado del sistema se
tiene que

Pr(an) = prPri(an) = tr{pP,}, (2.36)

k

en donde ahora el operador densidad adopta la forma
A = Prltow) (W (2.37)
k

Se puede comprobar que todos los resultados obtenidos en la Subseccién 2.5.1 son vélidos
también en este caso, salvo que ahora el operador no es un proyector (no hay més que comprobar
que p?(t) # p(t)). Ademas, se dice que el estado del sistema p(t) esta formado por una superposicién
incoherente (ya que las fases relativas de los estados {|v;)}; no son accesibles).

2.5.3 Propiedades generales del Acabamos de ver que el operador densidad constituye una inte-
operador densidad resante alternativa al vector de estado o funcién de onda en la

descripcién del estado del sistema. Existe una serie de propieda-
des generales de este operador cuyo conocimiento resulta imprescindible. Algunas de ellas provienen
de su definicién formal; otras proceden del significado con el que se ha dotado al formalismo de
descripcién fisica basado en la existencia del estado.

1. El operador densidad es hermitico: p = pT.

2. La traza del operador densidad es siempre 1.
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3. La traza de p? es siempre menor o igual que uno. Es uno si y sélo si el sistema se halla en
un estado puro.

4. El operador densidad es definido positivo. Es decir:

(lply) > 0, (2.38)

para cualquier estado |¢).
5. Todos los autovalores del operador densidad se encuentran entre 0 y 1.

6. El conjunto de todos los posibles operadores densidad es convexo: Dados dos operadores
densidad cualesquiera, p1, p2, y un escalar real A (0 < X\ < 1), el operador

p=Ap1+ (L= A)p2 (2.39)

es también un operador densidad. Desde un punto de vista fisico, esto supone la posibilidad
de cierta mezcla de dos estados para dar lugar a un tercero. Un caso especial lo constituyen
los estados puros, los cuales no pueden escribirse segiin una descomposicién del tipo (2.39) o,
dicho con otras palabras, no es posible expresarlos como la suma convexa de otros estados,
donde por tal suma se entiende

p=">>_ pibi, (2.40)
i

con 0 < p; <1,%.p; =1,y p; operadores densidad. Para comprobar esto 1ltimo no hay
maés que considerar un estado puro p = |¢)(¢| arbitrario y un ket cualquiera |¢) ortogonal a
[1), (#]1) = 0. Supéngase ahora que p puede ser expandido segin (2.39),

(210l9) = 0 = Molp1]9) + (1 = A)(¢lp2(¢)- (2.41)

Dado que la suma de dos términos no negativos se anula, ambos han de ser cero, luego,
siempre que A no sea 0 6 1 y teniendo en cuenta que |¢) puede ser cualquier ket ortogonal,
se concluye que p1 = pa = p. A los elementos de un conjunto convexo que no pueden
ser expandidos como combinacién lineal de otros elementos del conjunto se les denomina
puntos extremos. Obsérvese, por tanto, cémo la convexidad justifica la distincién inicial entre
estados puros y mezclas estadisticas. Mientras los primeros pueden ser preparados de una
Unica manera, para los segundos hay infinitas formas de implementarlos como combinacién
convexa de otros estados. Ademds, esta gran ambigiliedad presente en la mezcla estadistica es
una caracteristica que contrasta notablemente con las distribuciones de probabilidad clésicas,
cuya descomposicién en puntos extremos es tnica.

2.5.4 Descripcion de sistemas En la Seccién 1.7 vimos cémo describir cuanticamente el estado
compuestos de un sistema compuesto en funcién del estado de cada uno de

sus subsistemas. Dada la equivalencia entre las descripciones fa-
cilitadas por el estado y el operador densidad, parece apropiado mostrar aqui cémo este operador
permite la descripcién de sistemas compuestos.

Considérese, por simplicidad, el sistema cudntico compuesto por los subsistemas A y B. De
acuerdo con lo propuesto en la Seccién 1.7, el espacio de estados de tal sistema es E4p = E4 R Ep,
con £4 yv Ep los espacios de estados de cada uno de los dos subsistemas. Tal y como se acaba
de ver, es posible caracterizar de manera alternativa un estado cuantico mediante un operador
densidad. De este modo, se puede describir el estado tanto de los subsistemas como del sistema
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conjunto mediante los operadores densidad pa, pp y paB, respectivamente. Se presentaran ahora
las relaciones existentes entre estos tres operadores.

Sean los conjuntos {|a;)}; v {|b;)}; las bases respectivas de los espacios £4 y €p. A partir
de ellas se construye una base del espacio total Eap: {|a;, b;)}i ;. Pues bien, las representaciones
matriciales de tales operadores densidad son:

PA,m = <an‘ﬁA‘am> = Z<an;bj‘ﬁAB|am7bj> = <an|trB{ﬁAB}|am>7 (242)
J

pi,; = (ilpBlb;) =D (an,bilpaslan,b;) = (biltra{pas}b;); (2.43)

n

en donde, mediante tra y trp, se designan, respectivamente, las trazas parciales sobre los espacios
de estados £4 y £p. El concepto de traza parcial es particularmente interesante cuando se pretende
realizar algin cédlculo sobre sélo uno de los subsistemas constituyentes. Por ejemplo, considérese la
obtencién del valor medio del observable M4 asociado al subsistema A. Puede demostrarse que

(Ma)a = tra{pada}, (2.44)

con pa = trp{pap}. Logicamente, de igual forma se procederia con cualquier observable del
subsistema B.

Existen sistemas compuestos por subsistemas denominados incorrelados, en los cuales se tiene
que pap = pa ® pp. Esta incorrelacién permite que tanto A como B pueden ser preparados de
forma independiente y posteriormente reunidos para constituir el sistema total AB.

2.5.5 La descomposicion de Se trata de una descomposicion sumamente util, ya que permite ex-
Schmidt presar cualquier estado de un sistema bipartito (esto es, compuesto

por dos unicos subsistemas) como superposicién de productos ten-
soriales de estados pertenecientes a ambos subsistemas.

Sea, como hasta ahora, el sistema compuesto por los subsistemas A y B. Considérese que el
estado de B viene dado por el operador densidad pp, cuyo problema de autovalores se expresa
como

PBIAY) = Al AD); (2.45)

lo cual, como se ha visto, permite la representacién diagonal del mismo

pB = MM (2.46)
k

Pues bien, se tiene que cualquier estado del sistema conjunto, [¢)47), puede escribirse de la forma
[ Z VAR ® IAD), (2.47)

en donde la familia {|7{!)}; es un conjunto arbitrario de estados ortonormales del espacio £4. Al
ntimero de términos de la expresién (2.47) se le denomina nimero de Schmidt.

Dado que la demostracién de esta posible descomposicién es bastante interesante y permite
afianzar varios de los conceptos introducidos, se incluye a continuacién.

Se parte de una base ortonormal del espacio £4: {|x;) }1, la cual, junto con la constituida por los
autovectores del operador densidad pp, determina una base del espacio total Eap, {|xi) @A) }i .-
Esto significa que cualquier estado del sistema total puede escribirse de acuerdo con la superposicién

W) = " culxi) ® [AF), (2.48)
k,l
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en donde, como siempre, los coeficientes de la expansién son la proyeccion del estado sobre los
elementos de la base. Si se define |£/') = 37, cri|xi), el estado total adquiere la estructura

[ Z 6 @ M%) (2.49)

Calculemos ahora, a partir de la expresién (2.49), el operador densidad del subsistema B.
Empleando el artificio de la traza parcial, pp = tra{|1>)(pAB|}, con lo que puede comprobarse
sin dificultad que

=Y _(GHEID AP, (2.50)

ik

Si se compara ahora esta expresién con (2.46) se observa que, necesariamente, (££1|¢71) = A\pd;x. Esto
sugiere construir el conjunto ortonormal de estados {|vi') = 1/v/Ax|&2) }r que, al ser sustituido en
(2.49) proporciona la descomposicién de Schmidt deseada, ecuacién (2.47).

2.5.6 El teorema GHJW  Se trata de un corolario® de la descomposicién de Schmidt que refleja
el cardcter fisico de la informacién. Como veremos inmediatamente,
segun este teorema la informacion adquirida al conocer el resultado de medir una magnitud en un
sistema B puede llegar a modificar por completo la descripcion de A, la cual puede variar desde
una superposiciéon incoherente a una coherente. Para constatarlo, se acompana la demostracion.

Sea un sistema A cuya descripcién viene dada por el operador densidad p4, que escribimos de
forma general como

pa = Zpi\¢24><¢f\7 Zpi =1 (2.51)

donde el conjunto {|1){1)}; se considera compuesto por kets normalizados, pero no necesariamente
ortogonales. Sea ahora una “purificacién”® |®45) de p4, es decir, un estado puro del sistema
bipartito que satisface

|977) Z\/EIW‘ laB), (2:52)

trp(|27'7)(@1'7]) = pa, (2.53)

donde el conjunto de kets {|a?)}; en general se elige ortonormal.

Considérese ahora que escribimos p4 alternativamente como combinacién convexa de otros
estados distintos

pa=> aquo)onl, D au=1; (2.54)
I I

con {|¢>ﬁ>}ﬂ un conjunto normalizado. Al igual que antes, se construye una purificacién |®4'5) tal
que

|@57) = Z\/MA )85, (2.55)

5Su nombre se debe a sus autores: Gisin, Hughston, Jozsa y Wootters.
6Por purificacién de un operador densidad, p, de un espacio de Hilbert €1, se entiende cualquier estado puro,
|®), de un espacio de Hilbert extendido &1 ® &2, que verifica: p = tra(|P)(P|).
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trp(|237)(@57]) = pa. (2.56)

Es inmediato comprobar que la relacién entre |®415) y |®25) es

|D1B) = (14 @ Up)|®5'B), (2.57)

donde Up es un operador unitario que actiia en el subsistema B. Si se sustituye |y7) = Up|37)
n (2.57) se obtiene

|®1'7) = wa v E). (2.58)

Se comprueba asi que siempre existe una determinada “puriﬁcaeién” |@41B) | a partir de la cual
se puede preparar ps como la combinacién de estados (2.51) 6 (2.54). Para ello no hay maés
que proyectar el sistema B sobre el espacio subtendido por los conjuntos {|af)}s 6 {[v7)}.,
respectivamente. Obviamente, si se conoce el resultado de la medida, el sistema A pasa a ser
descrito por medio de un estado puro, en vez de una mezcla estadistica. La demostraciéon se ha
realizado Uinicamente para dos de las posibles combinaciones convexas que pueden preparar una
mezcla estadistica dada. La generalizacién del resultado a partir de lo aqui expuesto no ofrece
dificultad.

Para confirmar que el teorema GHJW es un corolario de la descomposicién de Schmidt, tan
solo hay que tener en cuenta que dicha descomposicién permite expresar los estados |®415) y |<I>‘243 )
en funcién de los autovalores, {\{'}1, y autovectores, {|k*)}x, de pa:

|45 = Z\//\AW‘ |k P), (2.59)
|5 B) = Z AR kD), (2.60)

donde {|k;P)}r v {|ksP)}x son dos bases ortonormales del subsistema B. Ademés, siempre existe
una transformacién unitaria Ug tal que

|k,7) = Uplks?), (2.61)
lo cual conduce inmediatamente a (2.57).

2.5.7 Entanglement EI “entanglement” o enmaranamiento constituye probablemente el elemento

clave que determina la gran diferencia entre las teorias cudntica y clasica de
la informacién; de hecho, como se verd posteriormente, en €l estdn basadas en mayor o menor grado
muchas de las mas relevantes aplicaciones del procesado cuantico de la informacién.

Sea el sistema cudntico compuesto por dos subsistemas idénticos A y B, cuyos espacios de
estados respectivos, £4 y £p, se consideran bidimensionales. Si se supone que las bases de €4 y Ep
estédn formadas por los kets |0) y |1), el espacio de estados del sistema compuesto, Eap = £4 ® Ep,
tendrd como base natural el conjunto {]|00),|01),]10),|11)}. Sin embargo, no todos los estados
pertenecientes a £4p tienen una interpretacion fisica clara; as{, mientras que, por ejemplo, en |01)
es evidente que A se encuentra preparado en |0) y B en |1), otras situaciones, como la superposicién
1/4/2(]00) +]01)), son mas dificiles de interpretar, pues, aunque en este caso el estado de A es |0), el
de B es una superposicién de |0) y |1). Finalmente, se pueden considerar ejemplos en los que no es
posible asociar un estado cudntico a ninguno de los dos subsistemas de manera independiente: tal
circunstancia se da, por ejemplo, en 1)) = 1//2(|00) +|11)). Este tltimo tipo de estado, en el que
no es posible una factorizacién de la forma |14) ® |[¢B), se denomina enmarafiado o “entangled”.
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De hecho, obsérvese que si se realiza la traza parcial sobre el espacio £ para conseguir el operador
densidad de A, se obtiene un multiplo del operador identidad en €4

pa = () () = 51a, (2.62)

y, de forma similar, pp = %i B. Esto significa que al realizar una medida “local” en cualquiera
de los dos subsistemas, no se adquiere ninguna informacién, es decir, el resultado es totalmente
aleatorio (el estado se dice completamente mixto). La consecuencia inmediata de este hecho es que
no se puede preparar esta clase de estados mediante transformaciones unitarias del tipo U4 ® Ug;
la nica manera de enmaranar dos sistemas es permitir que interactien entre ellos.

Albert Einstein, Boris Podolsky y Nathan Rosen [35] fueron los primeros en percatarse de
las consecuencias de la existencia de estos estados; pero, no pareciéndoles del todo completa esta
caracteristica de “no localidad” de la Mecanica Cudantica, propusieron una teoria local de varia-
bles ocultas. Tres décadas mds tarde, John Bell [11, 12, 13, 44] consiguié probar que, mediante
esquemas que supusiesen un comportamiento “local” de ambos subsistemas, es imposible imitar
las correlaciones existentes entre los resultados obtenidos en la medida de dos subsistemas “entan-
gled”. Los experimentos de Alain Aspect y su grupo [4, 6, 5] confirmaron las predicciones de la
Teoria Cudntica y demostraron, por tanto, que el comportamiento de la naturaleza es “no local”.
Como puede apreciarse, este concepto no tiene igual en la Teoria Clasica, y serd imprescindible
para entender los capitulos restantes.

2.6. Medidas generalizadas sobre un sistema cuantico

Una vez analizada la utilidad del operador densidad en la descripciéon de un sistema fisico,
estudiaremos en esta seccién y en la siguiente, utilizando también este operador, la evolucién del
estado y la medida de magnitudes en dicho sistema. Son cuestiones que ya han sido tratadas de
forma breve anteriormente, pero que, debido a su importancia para la completa comprensién de la
caracterizacién cudntica de un sistema, se presentaran ahora con mayor profundidad.

Cuando introdujimos los postulados de la Mecanica Cuéntica, aunque no lo indicamos de forma
explicita, unicamente consideramos medidas ortogonales o de von Neumann. En este caso, si se
mide una magnitud A en un sistema cuyo estado viene dado por p, los tnicos resultados posibles
son los autovalores (que se consideraran, por simplicidad, sencillos) del observable A asociado. De
esta manera, y de acuerdo con el cuarto postulado, el valor a,, se obtendria con probabilidad

Pr(a,) = tr{P,p}, (2.63)
con lo que, a continuacidn, el sistema queda descrito por el operador densidad
P,pP,
pl=—nbon (2.64)
tr{ P p}
Obviamente, en caso de no conocer el resultado, en vez de tener un estado puro después de la
medicién, se dispondria de una mezcla estadistica

p=> PupP,. (2.65)
Ademss, y de acuerdo con la ecuacién (1.69), A puede expresarse como

A= Z anP, (2.66)

con
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Py=PB,  P.Pp=0umbPn, > P.=1 (2.67)

a

Hasta el momento nos hemos limitado a resumir lo ya introducido anteriormente en relacién con
la medida, pero empleando, en la descripcién del estado, el operador densidad. Cabe preguntarse
ahora: jse pueden realizar medidas sobre un sistema que no sean ortogonales? Aunque tradicio-
nalmente en los textos introductorios de Mecanica Cuantica la medida se introduce asociada a
un observable, cuyos autovalores son los resultados posibles de tal medida, es de hecho posible
introducir un formalismo de medida mucho mas general, del que la medida ortogonal, proyectiva
o de von Neumann no seria mas que un caso particular.

En efecto, considérese la familia de operadores {M,,},, definidos sobre el espacio de estados
del sistema. Cada uno de estos operadores lo consideraremos asociado a un posible resultado de
la realizacién de la medida sobre el sistema. Asi, para un sistema cuyo estado viene dado por
el operador densidad p, en el proceso de medida caracterizado mediante los operadores {Mm}m
obtendremos el resultado m-ésimo (el asociado a la accién del operador Mm) con probabilidad

Pm = tr{ M} M,,p}, (2.68)

tras lo cual el estado del sistema evolucionara a

M, pM}
5= #. (2.69)

Como Y, pm = 1, necesariamente >, M} M,, = 1. Esta ecuacién suele denominarse de comple-

titud o de resolucién de la identidad.

m

Esta aproximacion mas general a la medida permite introducir el importante concepto de
POVM". A partir de la familia de operadores {Mm}m es posible definir otra, dada por los B, =
MLMm Estos operadores asi definidos son, por construccion, hermiticos y positivos, y verifican
Yom E,, = 1. Podemos escribir p,, en funcién de ellos: p,, = tr{Fm[)}.

Aunque nosotros aqui hemos obtenido la forma de la POVM a partir de los operadores de
medida generalizados, es posible construir POVMs de forma totalmente independiente, sin mas
que imponer a la familia de operadores su positividad y la resolucién de la unidad.

Finalmente, una consideraciéon importante: En la medida proyectiva o de von Neumann el
numero de resultados posibles es, como méaximo, la dimensién del espacio de estados del sistema;
sin embargo, esta restriccién no existe en el caso de la medida generalizada o en la POVM, al no
hallarse vinculados los resultados de la medida con el espectro de ningtin observable.

2.7. Superoperadores

El quinto postulado de la Mecdnica Cuédntica permite determinar la evolucién del estado del
sistema inmediatamente después de efectuar una medida. En esta seccién se recupera esta cues-
tidn, con especial hincapié sobre las diferencias entre los sistemas cuanticos cerrados y abiertos.
Recuérdese que estos tultimos son aquellos cuya dindmica esta influida por su posible interaccién
con otros sistemas.

"Las siglas provienen de la denominacién anglosajona: “Positive Operator-Valued Measure”.
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2.7.1 Evolucién en sistemas La evolucion en este tipo de sistemas es la reflejada de manera gene-
cudanticos cerrados ral en la ecuacién (2.9), esto es, unitaria. Este hecho puede también

ser descrito mediante el operador densidad; asi, si el sistema se halla
caracterizado por un operador p(t), es inmediato comprobar que su dindmica puede expresarse de
la forma

p(t) = U(t, to)p(to)UT (¢, to), (2.70)

donde fp(to) identifica un estado que se considera inicial (por ejemplo debido al colapso tras la
realizaciéon de una medida). En el caso particular de que el sistema estuviese descrito por una
mezcla estadistica, se podria elegir una base en la que p(tg) fuese diagonal, de manera que

p(t) =Y prU(t, to) |t (o)) (¥ (to) U (¢, o), (2.71)

k

lo cual concuerda perfectamente con lo esperado. De hecho, se observa facilmente que cada estado
de la mezcla evoluciona segiin el operador U (t,tp) de manera independiente de los demds, es decir,
si en t = ty el sistema se encuentra en |1 (fp)) con probabilidad pg, en t estard en | (t)) =
U(t, to)|¢r(to)) con la misma probabilidad.

Las ecuaciones (2.70) y (2.71) constituyen dos casos particulares de una correspondencia en-
tre operadores densidad denominada superoperador, y cuya accién suele especificarse de forma
compacta mediante la notacién p(t') = $[p(t)], con t' > .

2.7.2 Evolucion en sistemas Hemos visto que, partiendo de un estado puro, una medida ortogonal
cuanticos abiertos en un sistema compuesto puede dar lugar a que el estado de uno de
los subsistemas pase a ser una mezcla estadistica. Ademas, analizado
de manera aislada, puede interpretarse que sobre tal subsistema se ha producido una POVM. De
forma similar, en esta seccién estudiaremos la dindmica que presenta una parte de dicho sistema
cuando éste evoluciona temporalmente de forma unitaria.
Supdngase que, en el instante tg, los subsistemas A y B se hallan incorrelados, de manera que
A puede ser descrito mediante un operador densidad genérico (correspondiente a un estado puro o
una mezcla estadistica) pa(tg) = pa, y B utilizando un operador densidad puro |5 (to)){¢¥5(to)| =
|¥B){(1¥p|. El sistema compuesto estard caracterizado, por tanto, por pap = pa ® |¥p)(¥p|. Si la
evolucién de dicho sistema puede expresarse segtin la ecuacién (2.70), es decir, usando un operador
unitario UA B, entonces el estado en un instante posterior cualquiera es

Pap = Uap(pa ® [¥p) (s Ul 5. (2.72)

A partir de esta ecuacién podemos usar el concepto de traza parcial para obtener el estado en #’
de, por ejemplo, el subsistema A. Asi, empleando la base de B {|up)},, obtenemos

Pa = Mupall}, (2.73)
n

donde los miembros de la familia de operadores {M 1} sobre el espacio €4 son de la forma

M, = (ug|Uap|vs), (2.74)
y verifican
> MM, =14 (2.75)
o

La expresién (2.73) define una correspondencia entre dos operadores densidad en dos instantes
diferentes; se trata, por tanto, de un superoperador. Ademas, a la suma expresada en dicha ecuacién
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se la denomina representacién de Kraus (los operadores M# se denominan de Kraus), y es la
forma méas general de evolucién de un sistema abierto, como es el caso de A (pues interactia
con B), cuando se conoce la evolucién unitaria del sistema cerrado conjunto AB. Dado que la
representacion de Kraus depende de la base elegida para la realizacion de la traza parcial, dicha
representacion, légicamente, no es tnica. Puede demostrarse que dos descomposiciones de Kraus,
{E’i}?zl, {FJ }7L1, corresponden al mismo superoperador si y sélo si existe una matriz unitaria w;;
tal que E; = > j uijf?' js’ Obviamente, también se puede comprobar la implicacién inversa, es decir,
que siempre es posible que la evolucién de A, segtin un cierto superoperador $, se realice a través
de una transformacién unitaria en un sistema compuesto AB:

Uap : [¥a) @ ) — > Mula) © lup) =Y |6a) ® lun), (2.76)

donde p4 = |¥a)(¥a|, y seguimos suponiendo que, en el instante inicial, A y B se encuentran
incorrelados.

2.7.3 Propiedades de los El formalismo de los superoperadores, como se vera al final del presente
superoperadores capitulo, es sumamente importante en el estudio de la decoherencia (o

conversién de estados puros en mezclas estadisticas). Tal y como se ha
visto, la evolucién unitaria en sistemas cerrados constituye un caso especial en el que la represen-
tacion de Kraus posee tan solo de un término. Cuando esto no es asi —en un sistema abierto—,
un estado puro en un subsistema A evoluciona necesariamente a una superposicién incoherente.
Este hecho justifica que se dedique atencién a las propiedades” de este tipo de operadores, en cuya
exposicién se utiliza la notacién $ : p — p'.

1. § preserva la hermiticidad, esto es, p’ es hermitico si p lo es.
2. § preserva la traza: trp’ =1 si trp = 1.
3. $ es definido positivo, luego si p lo es, p’ también lo ser4.

4. $ es completamente positivo, es decir, dado un subespacio £4 y una extensién cualquiera del
mismo, £4XER, el operador $4 ®1p es definido positivo. En realidad, viene a ser simplemente
una versién mas exigente de la propiedad anterior.

5. $ es lineal'C.

6. Un superoperador $ es invertible, o lo que es lo mismo, existe su inverso, $~!, si determina
una evolucién unitaria del operador densidad.

2.8. Decoherencia

Nos hallamos ya en disposicién de estudiar un importante fenénemo: la decoherencia. Tal y
como avanzamos en la Seccién 2.2, cuando un sistema se encuentra caracterizado por un estado
puro, por ejemplo mediante la superposicién coherente |¢)) = Ai|1)1) + Aajt)2), es sumamente
significativa la fase relativa entre A; y A2. Mediante unos sencillos ejemplos, y gracias al formalismo
del superoperador, vamos a mostrar continuaciéon la conversion, debido a la interaccién con otros
sistemas, de |1) en una mezcla estadistica (o superposicién incoherente), en la cual ya no es posible

8Si m # n, se complementa la descomposicién de Kraus de menor ntimero de operadores con operadores cero
hasta lograr m = n.

9En realidad se trata de las condiciones necesarias que debe cumplir $ para que permita una representacién de
Kraus [53].

10,3 posibilidad de una evolucién no lineal del estado de un sistema todavia es una cuestién abierta. En cualquier
caso, y por simplicidad, esta opcién no se tiene en cuenta.
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acceder a dichas fases. Este hecho, como tendremos ocasién de comprobar mas adelante, cuando
se estudie la Teoria de la Informacién Cudntica, supone la completa pérdida de la informacién
almacenada en el sistema.

Asi pues, de forma ilustrativa, abordaremos en las tres subsecciones siguientes el estudio de
tres canales cuanticos!!: el de amortigiiamiento de fase, el de amortigiiamiento de amplitud y el
de depolarizacion. Se supondra siempre, por simplicidad, que el espacio de estados del sistema A,
€4, es bidimensional'?, con {|0),|1)} una base ortonormal de dicho espacio. Ademés, y dado que
todo superoperador siempre puede realizarse mediante una transformacion unitaria en un espacio
extendido, el efecto de cada canal se modelard mediante un operador unitario U Ag, donde el
subindice “E” representa el entorno.

2.8.1 Canal de amortigiiamiento Este canal se emplea en el modelado de gran nimero de situa-
de fase ciones fisicas. La transformacién unitaria Uap que caracteriza
este amortigiiamiento es:

Uarp : |04)|08) — /1= p|04)|0£) + v/p|04)|15), (2.77)

Uap : [14)08) — /1= p[14)[08) + vD[14)[28), (2.78)

donde p denota una probabilidad de cambio del estado del entorno &g, y {|0g),|1Eg), |2£)} una
base ortonormal del mismo.

Teniendo en cuenta la ecuacién (2.74), es inmediato obtener los operadores de Kraus,

~ - - 1 0 o 0 0
MOZ 1—p1, Mlz\/f)(o 0), MQZ\/];<0 1), (279)

donde es sencillo comprobar la condicién de normalizacién impuesta por la ecuacién (2.75): Mg +
M? + M2 = 1. A partir de lo expuesto, y empleando la expresién (2.73), se llega al superoperador
que determina la evolucion del sistema A:

$(p) = MopMo + M1pMy + MapMy =

_ . poo 0 1\ _ Poo (1 =p)po1

= p)p—i—p( 0 pn ) B ( (1 =p)p1o p11 ) ' (2.80)
Esto significa que si p depende del tiempo segun, por ejemplo, la ecuacién p = 7At, transcurrido
un cierto intervalo ' = nAt la dindmica del sistema estard gobernada por $". Operando se obtiene
trivialmente que (1 — p)” = (1 — 7At)37 — e~ (cuando At — 0). Es decir, si el estado
inicial de A es a|0) + b|1), después de un tiempo 77! se convertird en la mezcla estadistica p’ =
la2|0)(0| + |b]?|1)(1]. Se ha producido, por tanto, la desaparicién de la superposicién coherente
inicial (ya no hay efectos de interferencia).

2.8.2 Canal de amortigiiamiento Acabamos de ver cémo un superoperador puede provocar la
de amplitud transicion de un estado puro a una mezcla estadistica. La pre-
gunta ahora es: jPodria realizar lo inverso? La respuesta es
afirmativa, y para comprobarlo se puede utilizar un modelo que normalmente es empleado en el
estudio de la emisién de un fotén por parte de un atomo de dos niveles (debido a su pérdida de
energia desde el nivel excitado). El operador de evolucién unitario viene dado, en este caso, por

1 Por analogia con la teoria de la comunicacién, en donde la transmisién, a través de medios fisicos, de las sefiales
de datos puede provocar una alteracién de éstas, se dard a los superoperadores momentidneamente el nombre de
canales cudnticos, en tanto en que también describen la evolucién temporal del estado del sistema al interaccionar
con su entorno.

12Como se vers posteriormente, A suele representar un qubit (bit cudntico de informacién).
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Uap : 104)|08) — [04)|05), (2.81)

Uap : [14)|08) — /1= p|14)|08) + /p|04)|15), (2.82)

donde |14) y |04) identifican, respectivamente, un estado excitado y uno que no lo estd. El entorno
lo constituye un campo electromagnético, por lo que su espacio de estados se considera bidimen-
sional {|1g),|0g)} (hay o no fotén). Por otra parte, p describe la probabilidad del dtomo de perder
la energia en su estado excitado.

Procediendo de forma similar al caso del amortigiiamiento de fase, se obtiene que

M()(l\/lofp), M1(8 V075>, (2.83)

a partir de lo cual es facil comprobar que

M} My + My = 1. (2.84)

El operador M induce un salto entre estados, de [14) a|04), mientras que My describe su evolucién
cuando este salto no se produce. El superoperador que describe la dindmica de A se puede expresar
como

N S At +pp11 V1—Dppo1
$(p) = MopMI + M MTZ(”OO . 2.85
(p) 0P M 1pMy 1 —ppio (1 _ p)pll ( )

Queda por tanto claro que si se aplican los mismos razonamientos del canal de amortigiiamiento
de fase, esto es, considerar que p = TAt, y esperar un tiempo superior a 77!, el operador densidad
que describe el sistema A es

$(5) — ( Poo Bpﬂn 8 ) (2.86)

Esta expresion confirma la posibilidad de pasar de una superposiciéon coherente a una incoherente
a través de un superoperador.

Si el estado de A fuese a|04) + b|14), la accién del canal lo harfa evolucionar segin

(a04) +0[14))[08) — (al04) + by/1 = p[14))[08) + v/Pl04)[1E5). (2.87)

Esto significa que si se monitoriza la presencia o no de fotones, es decir, si se realiza una medida
ortogonal en £g (proyectando sobre los estados |1g) v |0g)), el estado de A serfa, respectivamente,
[04) 6 a|04) +by/T —p|la). Este resultado coincide plenamente con lo ya avanzado en la expresién
(2.86): cuando t — oo (p — 1), A se encuentra en el estado puro [04)*2.

2.8.3 Canal de depolarizacién Finalmente, se presenta el canal de depolarizacién'4. Este canal

se comporta de manera parecida a un canal binario simétrico: con
probabilidad 1 — p el estado de A permanece inalterado, y con probabilidad p se produce un error.
A su vez, estos errores pueden ser de tres tipos (todos equiprobables), y se caracterizan mediante
las matrices de Pauli:

&1:((1) é) @:(? BZ> &3:((1) _01>. (2.88)

13Nétese que sin que se produzca ningiin cambio en el estado del entorno se puede llegar a inferir el estado cudntico
de A.
14Reduce, en un factor 1 — %p, la polarizacién del spin de una particula.
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En base a lo expuesto, el operador unitario que representa al canal es:
Uag : [$4)|08) — /1= plv4)|08)

+\/§[&1|wA>1E> T Gatba)l2) + 551} 35)), (2.80)

donde ahora la dimensién de g es cuatro, con {|0g), |1g), |2E), |3£)} una base ortonormal de este
espacio.
Los operadores de Kraus son:

Mo = /1—pi, M, = \/;&1, M, = \/2&2, M = \/563; (2.90)

a partir de los cuales se puede comprobar la condiciéon de normalizacién

~ ~ N p ~ - ~
%: MIM, = [(1—p)+ gli=1. (2.91)

Utilizando, al igual que en los otros dos ejemplos, la ecuacién (2.73), se consigue el superope-
rador que muestra la evolucién de A:

A A~ DA A oan A oan
$(p) =01 —-p)p+ 5(01001 + G2p62 + G3po3) =
_( 3ppu+ (1= 3p)poo (1 - 3p)po . (2.92)
(1—3p)p1o 2ppoo + (1 — 2p)p11

Si se toma el peor valor de p (p = 3/4), es inmediato comprobar que cualquier estado puro de
A se convierte en la superposicién incoherente 1/2; en la cual ya no estd presente el efecto de
interferencia; es decir, se ha producido la decoherencia.
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Quizas la Teorfa de la Informacioén, tal y como fue formalizada por Claude Shannon hace ahora
unos cincuenta anos, sea la teorfa, junto con la Mecdnica Cuantica, de mayor relevancia de entre
las concebidas durante el pasado siglo. De hecho, la revolucion tecnolégica en las comunicaciones
acaecida en este periodo de tiempo recibe su soporte tedrico de esta reciente disciplina. Hasta
su concepcién, el estudio de las limitaciones fundamentales de los sistemas de comunicaciones se
realizaba sin desligar su operacién de la realizacién tecnoldgica. Gracias a las aportaciones de esta
teoria se consigue abstraer el soporte fisico, que pasa a ser irrelevante, para centrarse en el estudio
de la informacién como entidad abstracta pero cuantificable.

Sin embargo, el descubrimiento reciente! de que, cuando se aplican los métodos de anélisis pro-
pios de la Mecanica Cudntica al estudio de la informacion, se obtienen resultados no reconciliables
con las ideas de Shannon, ha favorecido el nacimiento de un nuevo paradigma de descripcién formal
de la informacién: la Teoria de la Informacién Cuéntica. Algunos de los puntos en los que difiere
esta nueva disciplina de su predecesora provienen de la propia naturaleza de la Fisica Cudantica,
sin igual en la Fisica Newtoniana. A modo de ejemplo se podrian citar: la existencia de magni-
tudes incompatibles (el orden de la medida influye decisivamente en los resultados obtenidos), los
resultados derivados del cardcter “no local” de la naturaleza (sistemas “entangled”), o un aspecto
que todavia no hemos analizado con total detenimiento y que resulta esencial: la imposibilidad de
distinguir perfectamente estados no ortogonales.

En este capitulo pretendemos, ademéds de introducir los principales resultados de la Teoria
de la Informacién Cuéantica, mostrar como, de manera andloga a la relacién existente entre la

1Las primeras referencias, en el 4mbito de la computacién cuéntica, son de mediados de los afios 80.

37
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Mecédnica Cuéntica y la Clésica, en la mayoria de las ocasiones la concepcién de Shannon no es
m&s que un caso particular de esta nueva teoria cuantica. Asi, comprobaremos que, empleando los
conocimientos introducidos en los capitulos precedentes, la mayoria de los resultados fundamentales
de la Teoria de la Informacién Clasica representan casos particulares de sus equivalentes en la
version cuantica.

3.1. Unidad de informacién cuantica. El qubit

De manera similar a la teorfa cldsica, en la que la unidad de informacién es el bit (con un valor
perfectamente definido: 0 6 1), en la teorfa cudntica se utiliza el qubit?, el estado genérico asociado
a un espacio de Hilbert bidimensional. Asi, y en funcién de una base ortonormal cualquiera, que
se denotara mediante {|0),|1)}, la forma mds general de expresar un qubit es

) = aol0) + au[1), (3.1)

con ag y a1 dos nimeros complejos resultantes de proyectar el estado sobre los elementos de la
base: a; = (i|¢) (i = 1,0), y que verifican |ag|? + |a1|> = 1. A la vista de la expresién (3.1),
resultan evidentes las grandes diferencias entre las descripciones clasica y cudntica de la unidad
elemental de informacién. Para ello no hay mas que abstraerse de la entidad fisica del sistema y
asignar un estado légico “0” a |0) y otro estado l6gico “1” a [1). Esto significa que, mientras un bit
contiene una informacién concreta a la que se puede acceder sin perturbacién alguna, una medida
que proyecte un qubit en la base {|0), |1)} siempre proporciona un resultado probabilistico, y s6lo
en caso de que ag = 0 6 a; = 0 el estado del sistema permanece inalterado. Ademds, conviene
recordar que en estos estados |¢) dados por la ecuacién (3.1), a los que no es posible atribuir un
estado logico concreto, no sélo son importantes los médulos de los coeficientes de expansién, sino
también la interferencia presente entre ellos, es decir, su fase relativa. Por tanto, no es correcto
interpretar un qubit desde una perspectiva probabilistica de la informacién clédsica; no se trata
simplemente de un bit en el que no se conoce mas que la probabilidad del valor almacenado. Esta
mayor complejidad del formalismo es la responsable de la mayor riqueza de la descripcion cuantica
respecto a la clsica.

3.1.1 Imposibilidad de copiar Uno de los conceptos que determinan las grandes diferencias con
qubits la Teoria de la Informacién Cléasica es la imposibilidad de copiar
un estado cuantico desconocido con total fidelidad. Es un corolario
evidente del principio de incertidumbre de Heisenberg, ya que si esto no fuera asi, siempre seria
posible medir magnitudes incompatibles de manera independiente en cada una de las copias.

De forma més cuantitativa tampoco resulta dificil comprobarlo. Asi, dados dos espacios de
estados bidimensionales, £4 v g, v €l espacio conjunto E45 = £4 ® g, se puede demostrar® que
siempre es posible, a partir de un conjunto de estados ortogonales de £4, encontrar un operador
unitario Uap que consiga igualar el estado de £ a cualquiera de los kets del conjunto:

Uag :|0)4]0)5 — 10)4]0) 5, (3.2)

Uag : 1) 4l0)5 — [1)a[1) 5. (3.3)

Sin embargo, resulta evidente que este mismo operador no puede ser empleado cuando el estado
de £4 estd descrito por un ket que no es ortogonal a los estados para los que fue disenado:

Uag : (al0)a +b[1)4)|0) g — al0)a[0) 5 + b[1) al1) 5 #

2La terminologia proviene de la denominacién anglosajona “quantum bit”.
3Para ello se utiliza una puerta cudntica XOR. Se verdn cuando se trate la computacién cudntica més adelante.
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7# (al0)a +b|1)4) © (a|0)5 + b[1) B), (3.4)

ya que claramente la operacién de clonacién falla. Luego, cuando el estado a copiar es desconocido
(es, en general, una superposicién), no se tiene en absoluto garantizado que la operacién se vaya a
realizar con éxito.

3.1.2 Indistinguibilidad de Supdngase que en la preparacién del estado de un sistema se esco-
qubits no ortogonales ge, de entre un conjunto ortogonal de estados puros?, {|1;)}s, el ket

|t,) con probabilidad p,. De acuerdo con lo visto en los dos capitu-
los anteriores, para un observador que no conozca la decisién tomada, el sistema se encuentra
caracterizado por la siguiente mezcla estadistica:

Si en un instante dado se desea conocer la eleccion concreta que se efectud, de acuerdo con lo visto
anteriormente, lo mas conveniente es realizar una medida de von Neumann:

Y=Y a,b, (3.6)
Yy

donde P, = |,)(1,|. De esta forma, la obtencién, como resultado de la medida, de un valor a,,
determina perfectamente el ket seleccionado, [¢),). Pero, ;qué ocurre si el conjunto sobre el que
se escoge el estado no es ortogonal? En este caso, no es posible determinar con total seguridad el
estado puro que se eligié. Ello es debido a que, aunque se utilice el operador de la ecuacién (3.6)°,
siempre habra, para un cierto valor a, de la medida, varios estados que con probabilidad distinta
de cero podrian producir dicho resultado (aquellos estados |1);) para los que (y|10,) # 0).

3.1.3 Sistemas multiqubit Sea ahora un sistema cuantico compuesto por dos qubits. Su espa-

cio de estados, segin hemos visto, serd el producto tensorial de los
espacios de estados de los respectivos qubits, Emotal = €1 ® &2, por lo que su base natural
serd {]00),]01),]10),|11)}. En esta base, un estado genérico |¢) del sistema se escribe de acuerdo
con la superposicién coherente

[¥) = apo]|00) + ao1]01) + a10/10) + a11]11), (3.7)

donde a;; representa un ntimero complejo. Obsérvese que, en este caso, para especificar comple-
tamente el estado del sistema son necesarios cuatro nimeros complejos. Como este caso bi-qubit
no es demasiado significativo, considérese la situacién en la que se dispone de N qubits. Ahora,
procediendo por analogia con el caso anterior, la base del espacio de estados del sistema consta de
2N elementos, por lo que la especificacién de un estado, que en el caso cldsico requerirfa conocer
N valores reales, precisa en la teorfa cudntica de 2V valores complejos. Si se denota a cada uno
de los elementos de la base mediante un ket |z), con x = 0,...,2" — 1, se puede escribir de forma
compacta el estado del sistema como

)= 3 ala), (3.8)
x=0

con a, = (x|p). Al igual que ocurrfa con un solo qubit, se advierte también aqui una mayor
complejidad de la descripcién cuantica con respecto a la clasica. Mds adelante se tendra ocasién de
comprobar que una de las grandes ventajas potenciales de la Teoria de la Informacién Cuantica —
la posibilidad de procesar informacién paralelamente de forma masiva (fundamento de la llamada

4La generalizacién al caso de mezclas estadisticas no supondria ninguna dificultad.
5 z . L
°Este caso se corresponderia con la realizaciéon de una POVM.
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computacién cudntica)— reside, en parte, en este crecimiento exponencial de la complejidad del
formalismo de descripcién con el nimero de qubits.

3.2. Transmision de la informacién cuantica

El modelo tradicional de un sistema de comunicacién lo componen una fuente, un canal y un
receptor. La fuente® de informacién genera sfmbolos de un determinado conjunto finito (alfabeto
fuente) a intervalos regulares y de manera aleatoria e independiente de los simbolos anteriores.
Los canales discretos transmiten simbolos de un determinado conjunto (alfabeto de entrada), y
generan a su salida otros simbolos pertenecientes a otro conjunto (alfabeto de salida). Como el
alfabeto fuente y el de entrada al canal no tienen por qué coincidir, en ocasiones se hace necesaria
una codificacién que garantice la maxima eficiencia en la transmisién. Basicamente, la codificacién
consiste en asignar a cada uno de los simbolos de la fuente una determinada palabra cédigo (formada
por elementos del alfabeto de entrada). Esto debe realizarse buscando una longitud media del
c¢6digo minima, asi como una decodificacién univoca en el receptor. Ademds, puesto que el canal
normalmente no es ideal, la informacién recibida difiere de la enviada, y esta discrepancia se traduce
en la existencia de una probabilidad de error en el funcionamiento del receptor, cuya misién no es
otra que recuperar, con la maxima fidelidad posible, la informacién original.

En la Teorfa de la Informacién Cuantica estos conceptos se mantienen, pero con ciertas mati-
zaciones. En primer lugar, al simbolo generado por la fuente se le asocia un estado cuédntico (o,
equivalentemente, un operador densidad) definido sobre un cierto espacio de estados n-dimensional.
Ademas, como normalmente el alfabeto de entrada del canal suele pertenecer a un espacio de Hil-
bert bidimensional (qubits), también suele ser necesaria una codificacién de fuente que asigne a
cada estado-simbolo una representacion en qubits. En segundo lugar, cualquier proceso relacionado
con la transmisién de informacién que altere el estado asociado a la misma se caracteriza mediante
la accién de un superoperador?. Pero, en este caso, lo habitual es incluir el comportamiento ruidoso
del canal, debido a la interaccién del sistema con su entorno (més o menos pasivo), en el alfabeto
fuente. Asi, en los canales libres de errores se asocia con cada simbolo un estado puro, mientras que
en los ruidosos se suele emplear una mezcla estadistica. Se trata, por tanto, de sistemas cudnticos
cerrados, compuestos por los subsistemas asociados a la informacién (sistema abierto) y al entor-
no ruidoso. Por tdltimo, la calidad de la comunicaciéon se mide en el receptor mediante la funcién
fidelidad, que introducimos a continuacién.

3.3. Fidelidad

Supoéngase que se desea enviar a través de un canal cudntico un estado puro descrito mediante
el operador densidad p = |[¢¥){(¢)|. El comportamiento no ideal del canal, caracterizado por un
superoperador $, puede provocar una alteracién en el simbolo asociado a p:

P =5(p). (3.9)

Es por ello necesario realizar una cuantificacién de estas alteraciones indeseadas en el estado del
sistema; es decir, calcular la probabilidad de recibir, a todos los efectos, el mismo simbolo que se
ha enviado. Esto se consigue mediante la funcién fidelidad, la cual, en base al ejemplo expuesto,
se define como

F(p,p') = (®lp'[)- (3.10)

Obviamente, cuanto més préxima a 1 se encuentre F'(p, p'), mejor habrd sido la transmisién.

6Se considerard siempre que se trata de una fuente discreta y sin memoria.
"Recuérdense los ejemplos de canales cudnticos introducidos en el capitulo anterior.
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Tal y como acaba de ser introducida la funcién fidelidad, su utilidad pareceria limitada al envio
de estados puros. Para el caso de mezclas estadisticas, el formalismo de descripciéon se complica,
por lo que, por simplicidad, Gnicamente se incluira la nueva definicién®:

F(p7') = 02[(VBo /5) /2, (3.11)

donde se presupone que tanto p como p’ se corresponden con mezclas estadisticas. La ecuacién
anterior también puede reescribirse de la forma?®

F(p,p') = max|(¢|¢")|%, (3.12)

con |¢) y |¢') sendas purificaciones de py p'.
Debido a la importancia de la funcién fidelidad, se enuncian a continuacién, sin demostracion
[45], algunas de sus propiedades:

1. 0< F(p,p') <1, donde la igualdad, F(p,p’) = 1, se verifica si y sélo si p = 4.
2. F(p,p) = F(§/, ).

3. Dados dos ntimeros reales positivos, p; y ps, tales que p; + p2 = 1, entonces

F(p,p1p1 + p2p2) = p1F(p, p1) + p2F(p, p2). (3.13)
Ademas:
F(p, 7') > te(p7). (3.14)
4. Si p es un estado puro (p = |1)(1]), entonces:
F(p,7') = (Wl 1) = tr(pp). (3.15)
5. F(p1 ® p2,p3 @ pa) = F(p1, p3)F (P2, pa)-

6. Cualquier medida que transforme los estados p1 y po en, respectivamente, p} y p, verifica

F(p, p) = F(p, p2)- (3.16)

3.4. Entropia de von Neumann

Supoéngase ahora que una fuente con un alfabeto de entrada de n elementos genera, con proba-
bilidad p,, un simbolo caracterizado por el operador densidad p,.. De este modo, el estado cuantico
proporcionado por la fuente se puede describir mediante

p=) Duba (3.17)
Pues bien, se define la entropia de von Neumann como la funcién de p dada por

S(p) = —tr(plogp). (3.18)

8 Al lector interesado se le remite a [57, 58, 3, 2]
9Al lector interesado se le remite a [45].
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Es inmediato comprobar que, si se elige una base ortonormal que proporcione una representacién
matricial diagonal de p,

p=_Ada)al, (3.19)

la entropia de von Neumann coincide con la de Shannon, con tal que se considere una fuente clésica
que genere simbolos a con probabilidad A,. La entropia de Shannon, por tanto, no es mas que la
particularizacién de S(p) a un alfabeto fuente compuesto por simbolos ortogonales.

Ademas, también es interesante observar cémo S(p) refleja la distincién entre un estado puro
y una mezcla estadistica. De hecho, es inmediato constatar'® que sélo en el primer caso S(p) =
0. Tgualmente, no resulta dificil verificar que la evoluciéon unitaria determinada por la ecuacién
de Schrodinger no modifica el valor de S(p) (evolucién denominada reversible), mientras que la
decoherencia producida por la influencia del entorno si provoca un incremento de la entropia de
von Neumann (se habla entonces de evolucién irreversible). Posteriormente veremos que, mientras
un incremento de S(p) estd relacionado con la pérdida de informacién, una reduccién de la entropia
implica una ganancia de ésta.

A continuacién se presentan sin demostracién [60, 50] un conjunto de propiedades de S(p) que
resultan a menudo muy ttiles. Algunas ya han sido avanzadas en su definicion.

1. Rango: Para cualquier nimero real, c € Ry 0 < ¢ < oo, siempre existe un operador densidad
p que verifica S(p) = c.

2. Valor maximo: Si un operador densidad p posee IN autovalores distintos de cero, entonces
S(p) < logN. (3.20)

La igualdad sélo se consigue cuando los N autovalores son iguales.

3. Imvariancia: Una evolucion unitaria del estado no modifica su entropia:

S(UpU™Y) = S(p). (3.21)

4. Concavidad: Dados A1, Aa, ..., A, > 0y tales que \; + Aa + ... + A, =1, se cumple que:

Este resultado es consecuencia de la propiedad de convexidad de los operadores densidad, ya
que éstos, cuando no son puros, siempre pueden ser expresados de multiples maneras como
suma, convexa de otros estados. Luego, a partir de una determinada mezcla estadistica p, es
imposible determinar la suma convexa concreta que se utilizé para su realizacién, esto es, se
ha perdido informacion.

5. Entropia de una mezcla estadistica: Supdéngase un sistema cuantico caracterizado por
la mezcla estadistica

p="> Pulthe) (ta]. (3.23)

Se puede demostrar que

H(X) = 5(p), (3.24)

10Hay que tener en cuenta que el operador densidad de un estado puro es un proyector, p2 = j.
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donde X es una variable aleatoria que toma un valor z con probabilidad p,, y H(z) es la
entropia de Shannon. La igualdad se verifica si el conjunto {|¢,)}. es ortogonal. Fisicamen-
te, este resultado no es mas que un reflejo de lo ya mencionado en la Subseccién 3.1.2: la
imposibilidad de distinguir perfectamente estados no ortogonales.

6. Entropia del resultado de una medida: Dado un sistema descrito por el operador
densidad p, y un observable A,

se cumple que

H(X) = 5(p), (3.26)

donde X representa una variable aleatoria que toma un valor a, con probabilidad p, =
(an|plan), y H(z) es la entropfa de Shannon. La igualdad sélo es cierta si [A, ] = 0. Es-
ta propiedad evidencia que el resultado de medir una magnitud es menos predecible si su
observable asociado no conmuta con el estado cudntico del sistemal'!.

7. Subaditividad: La entropia de von Neumann de un sistema bipartito, AE, es siempre menor
o igual que la suma de las entropias de cada subsistema,

S(par) < S(pa) + S(pr), (3.27)

donde pg = trp{par}y pr = tra{par}. Laigualdad sélo se cumple cuando pap = pa R pg.
Esta propiedad pone de manifiesto que la entropia del sistema conjunto nunca decrece. Para
comprobarlo, supéngase que en un principio A y E estan incorrelados,

PAE = PpA ® B, (3.28)

por lo que la entropia del sistema bipartito es

S(pap) = S(pa) + S(pr). (3.29)

Permitamos ahora que A evolucione durante unos instantes. Sabemos que esta evolucién
puede ser modelada mediante un operador unitario Usg actuando en AF,

Uap : pap — pap = UapparUsp. (3.30)

Por tltimo, y teniendo en cuenta las expresiones (3.21) y (3.27), se concluye que

S(pa) +8(pr) < S(pa) + S(Pk)- (3.31)

De hecho, se puede demostrar que la interaccién entre un sistema A y su entorno E induce
correlaciones que provocan un aumento asintético de la entropia de von Neumann hasta lograr
su maximo tedrico; es decir, la informacién contenida en A se traslada a sus correlaciones
con el entorno. Esto significa que, aunque tedricamente es posible recuperar la informacién,
en la préactica, no es asi.

La propiedad analoga en la teoria clasica seria

H(X,Y) < H(X)+ H(Y). (3.32)

11Se trata de una cuestién que ya mencionamos al estudiar las magnitudes compatibles e incompatibles.
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8. Subaditividad fuerte: Dado un estado p4pc de un sistema tripartito, se cumple que

S(papc) +S(pB) < S(pas) + S(psc). (3.33)

9. Desigualdad de Araki-Lieb: Mientras que la entropia de Shannon verifica

H(X,Y) > H(X),H(Y), (3.34)

es decir, hay mds informacién en un sistema compuesto que en cada una de sus partes, su
versién cudntica establece que

S(pap) = [S(pa) — S(ps)l- (3.35)

De esta manera, y para un estado puro de un sistema bipartito que cumpla S(p4) = S(pp) #
0, se obtiene S(pap) = 0, lo contrario de lo estipulado en la teorfa cldsica. Esto no debe
suponer ninguna sorpresa; es mas, resulta inmediato a partir de lo ya visto. No hay mas que
recordar como en el capitulo anterior dijimos que, debido al caracter no local de la naturaleza,
es imposible acceder al conocimiento de un estado “entangled” mediante medidas restringidas
a subsistemas, ya que éstas proporcionan resultados totalmente aleatorios.

10. Discontinuidad: Dado un operador densidad p y un numero cualquiera € > 0, siempre
existe p’ tal que

trlp—pl<e y  S()=occ. (3.36)

Luego, claramente, S(p) es discontinua.

3.5. Codificacion de fuente

Dada una fuente de informacién clésica (discreta y sin memoria), y un canal libre de errores, el
teorema de codificacién de fuente de Shannon [30] establece la posibilidad de encontrar un cédigo
univocamente decodificable cuya longitud media sea tan préoxima a la entropia como se desee, y
la fidelidad del esquema sea arbitrariamente alta'?. La demostracién se basa en la codificacién
conjunta de secuencias de N sfmbolos consecutivos (N suficientemente grande), de manera que
siempre se puede conseguir realizar su transmisién con una fidelidad F' > 1— ¢ utilizando N (H +0)
bits (H denota la entropia de la fuente y 6 y € dos niimeros reales cualesquiera estrictamente
positivos). Ademads, la entropia es la longitud media minima, y representa, en promedio, la cantidad
de informacién clasica almacenada en cada simbolo.

A continuacién se presentardn sin demostracion [46, 51], y para un alfabeto de entrada al canal
formado por estados de un espacio bidimensional (qubits), dos resultados andlogos al anterior en
la teoria cudntica. Primero se analizara el caso en que la fuente genera estados puros, para poste-
riormente extender el concepto a las mezclas estadisticas. En ambos casos quedard de manifiesto
el papel fundamental que desempena la entropia de von Neumann.

12Pero nunca F = 1.
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3.5.1 Codificacion de estados Sea una fuente que genera estados cudnticos puros (pertenecien-
puros. Teorema de Schumacher tes a un espacio de Hilbert n-dimensional) de un conjunto no

necesariamente ortogonal ({|¢1),...,|¥.)}), con probabilidades
P1,- - -, Pz El simbolo generado por la fuente se encuentra caracterizado, por tanto, por el siguiente

operador densidad:

p="Y Dalthn) (el (3.37)

De igual forma, una secuencia compuesta por N simbolos se describe, utilizando el formalismo del
producto tensorial, como'?

N =pe...0p. (3.38)

Pues bien, Schumacher demostré que, dados dos nimeros reales positivos cualesquiera, § y €, y
secuencias de N simbolos (N suficientemente grande), siempre es posible codificar, en promedio,
cada estado emitido por la fuente mediante S(p)+ ¢ qubits, manteniendo la fidelidad tan alta como
se quiera (F > 1 —¢). Ademds, en caso de utilizar S(p) — § qubits, la fidelidad nunca es superior
a e. Esto significa que S(p) qubits representan el contenido de informacién cuéntico, en promedio,
de cada simbolo de la fuente, y constituye, por tanto, la mejor codificacién posible.

Si se observan los resultados expuestos, es evidente el paralelismo existente entre el teorema
de Shannon y el de Schumacher. Sin embargo, y de acuerdo con la expresién (3.24), la teoria
cuantica puede llegar a permitir una compresién mayor de la informacién. ;A qué se debe esta
posibilidad? Nuevamente, a la imposibilidad de distinguir perfectamente estados cudnticos no or-
togonales: cuando el alfabeto fuente lo constituyen kets ortogonales, la teoria cldsica y cudntica
coinciden, mientras que, en el caso contrario, la indistinguibilidad intrinseca de dichos estados
convierte cierta informacién clasica en redundante y, por tanto, permite una mayor compresion.

3.5.2 Codificaciéon de mezclas Sea una fuente cuantica como la de la subseccién precedente, pero
estadisticas. Informacién de que, en lugar de emitir estados puros, genera una mezcla estadisti-
Holevo ca Py (S(ps) # 0) con probabilidad 1. De acuerdo con el teorema
de Schumacher, serfa necesario transmitir S(p,) qubits por cada
simbolo. Sin embargo, esto carece de sentido, ya que al tratarse de una fuente determinista, no se
estd enviando realmente ninguna informacién al receptor. Se propone entonces, para paliar esta
deficiencia de la entropia de von Neumann, el concepto de informacién de Holevo. En realidad no
es mas que una generalizacion del teorema anterior, ya que establece el nimero minimo de qubits
necesarios para codificar los simbolos generados por la fuente (con la fidelidad que se desee), pero
tanto en el caso de estados puros como de mezclas estadisticas.
En efecto, supéngase ahora que la fuente emite simbolos caracterizados por el operador densidad

p=D Duba- (3.39)

Se define la informacién de Holevo, y se denota por x(&), como la funcién que actiia sobre el estado
cuantico del sistema de acuerdo con la expresién

X(E) =5(p) = > paS(pr)- (3.40)

El hecho de restar el término ) p,S(pz) a S(p) tiene una interpretacién similar al concepto de
informacién mutua en la teoria cldsica: el conocimiento de la preparacién concreta de p implica
necesariamente una reduccién en la entropia de von Neumann. Nétese que, de acuerdo con su
significado (informacién cudntica almacenada, en promedio, en cada simbolo de la fuente), se trata

13Recuérdese que se supone siempre una fuente discreta y sin memoria.
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de una cantidad que no puede ser negativa. De hecho, es inmediato comprobar, véase la Seccién
3.4, que

S(Zp:rﬁz) > szS(ﬁz) (3'41)

Ademis, se puede demostrar que la accién de un superoperador nunca puede incrementar la infor-
macién de Holevo:

$:8={pupat — & ={8(px), 02}, x(&) < x(&). (3.42)

Es decir, un canal puede mantener o reducir el contenido de informacién del simbolo enviado, pero
en ningun caso incrementarlo.

3.6. Informacién accesible

Hasta el momento, la discusién se ha centrado en analizar el contenido de informacién cuantica
(en qubits), de cada simbolo de una fuente cudntica, con especial hincapié en las repercusiones, sobre
la compresiéon de la informacién, de la imposibilidad de distinguir perfectamente entre estados no
ortogonales. Para finalizar el capitulo, estudiaremos, en esta seccién y en la siguiente, la posibilidad
de utilizar canales cudnticos para enviar informacién clasica. Pretendemos con ello cuantificar el
contenido de informacién (en bits) que puede ser, en promedio, recuperado del estado de un sistema
cuantico. A esta cantidad se la denomina informacién accesible. Distinguimos entre los casos de
canales libres de errores y canales ruidosos.

3.6.1 Canal cuantico libre de Supdngase que se desea transmitir la informacién clasica genera-
errores da por una fuente, cuya entropfa es H(X), a través de un canal

cuantico libre de errores. Obviamente, para lograr dicha transmi-
sién es necesario emplear una fuente cudntica. Una posible solucién podria consistir en establecer
una aplicacién biyectiva entre los simbolos del alfabeto fuente original, con sus probabilidades aso-
ciadas, y un conjunto de estados cudnticos {|¢;)}.. Pero, ;qué fiabilidad brinda este esquema? Es
decir, jen qué cantidad se reduce la incertidumbre de X por el conocimiento del resultado de la
mejor de las medidas sobre el estado cudntico recibido? Para responder a estas preguntas se recurre
al concepto de informacién accesible, Acc(€), que se define como la méxima informacién (en bits)
que puede ser recuperada, mediante la observacién de los resultados de la medida que maximiza
dicha informacién, del estado de un sistema cudntico,

Acc(€) = MéX{py}I(X, Y), (3.43)

donde {F’y} identifica una POVM, Y es la variable aleatoria formada por los resultados de la
medida y sus probabilidades asociadas, e I(X,Y) representa la informacién mutua clésica'? entre
XeY.

De acuerdo con lo visto en la Subseccién 3.1.2, es inmediato comprobar que si el conjunto
{|z)}~ es ortogonal, la mejor de las medidas posibles es una medida de von Neumann como
la de la ecuacién (3.6), con P, = |1b,)(1b,|. De esta forma, la obtencién del valor a, determina
perfectamente la preparacion del sistema, ya que

p(ay/z) = 5yrca (344)

donde queda de manifiesto la perfecta concordancia con lo establecido por Shannon en la teoria
cldsica para un canal libre de errores, H(X/Y)=0e I(X,Y) = H(X).

La informacién mutua cuantifica la cantidad (en bits) en que se reduce la entropia de X por el conocimiento de
Y. Se recuerda que su definicién es: I(X,Y)=H(X)—- H(X/Y)=H(Y) - H(Y/X).
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Sin embargo, resulta mucho més interesante analizar el caso de un alfabeto fuente cuantico
formado por estados puros pero no mutuamente ortogonales. Pese a que no existe ninguna expresion
para Acc(£), s se conoce un limite superior:

Acc(€) < S(p). (3.45)

Ademds, se puede demostrar [42] que, mediante una codificacién y decodificacién adecuadas, siem-
pre es posible acercarse de forma asintética a dicho limite. Esto significa, por tanto, que pese a
tratarse de un canal libre de errores, debido a la imposibilidad de distinguir perfectamente estados
no ortogonales, se produce una degradacién de la informacién clasica. La informacién accesible
nunca puede superar la entropfa de von Neumann, que es menor que H(X).

3.6.2 Canal cuantico ruidoso El anélisis de la informacién accesible en un canal cudntico ruidoso

es casi igual al del canal libre de errores. La unica diferencia estriba
en que ahora también se permite que el alfabeto de la fuente cudntica esté formado por mezclas
estadisticas. Debido al efecto de decoherencia, que transforma estados puros en mezclas estadisticas,
un canal cudntico ruidoso se puede modelar mediante un superoperador, $, que acttia directamente
sobre los simbolos del alfabeto fuente,

Pues bien, se puede demostrar [51] que en este caso, y para canales sin memoria, el limite superior
de la informacién accesible, que se denomina ahora limite de Holevo, lo constituye la informacién
de Holevo del conjunto {p., p.}

Acc(&) < x(&). (3.47)

Ademis, y de manera andloga a la seccién precedente, siempre es posible, mediante una codificacién
) ) )

y decodificacién adecuadas!®, acercarse de manera asintética al valor x(&). De esta manera, y de

acuerdo con la expresién

x(€) <5(p) <1, (3.48)

es evidente que tanto para el caso de canales cuanticos libres de errores como ruidosos, la maxima
informacién clasica que puede ser almacenada en un qubit es un bit.

3.7. Capacidad clasica de un canal cuantico

Dado un canal cuéntico sin memoria y caracterizado por un superoperador $, se define su
capacidad clésica como la méxima informacién (en bits) que puede transmitir con una probabilidad
de error tan pequena como se desee. Dado que la informaciéon mutua es convexa respecto a las
distribuciones de probabilidad de la fuente, la capacidad no es mas que su maximo,

C=Mixy, p I(X,Y). (3.49)

Asi, teniendo en cuenta el limite de Holevo, y que mediante una codificacién adecuada es posible
acercarse asintéticamente a su valor, se puede reescribir la expresién anterior como

C($) = Méx ey x(S(E)), (3.50)

en donde se han incluido, mediante $, las posibles alteraciones introducidas por el canal.

15 A1 lector interesado se le remite a [54].
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Para finalizar, conviene resaltar que todos los resultados que se han obtenido en este capitulo
presuponen siempre que en la codificacién de las secuencias de simbolos generadas por la fuente no
se utilizan estados “entangled”. De hecho, la posibilidad de conseguir tasas de transmisién mayores,
mediante el empleo de este ltimo tipo de estados, es una cuestion abierta.
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El analisis realizado en 1964 por John Bell sobre la imposibilidad de imitar, mediante cualquier
ley fisica clasica, las correlaciones existentes entre sistemas cuanticos que hayan interactuado en
un pasado, constituye uno de los pilares esenciales de la Teoria de la Informacién Cuéantica. De
hecho, el mayor potencial ofrecido por el procesado cuantico de la informacién respecto al clasico
se basa, en gran medida, en la utilizacién adecuada de los sistemas “entangled”. De este modo,
se puede conseguir transmitir a través de canales cuanticos informacién clasica al doble de la
velocidad impuesta por el limite de Holevo (cédigos densos); utilizar la mayor robustez de los bits
clésicos para enviar qubits desconocidos (teleportacién cudntica); establecer la clave a utilizar en
la encriptacién de un mensaje de manera totalmente segura (criptografia cudntica); o procesar
informacién paralelamente de forma masiva (computacién cudntica). A continuacién presentamos,
de manera concisa, las principales ideas subyacentes de todas estas aplicaciones.

4.1. Codificacion densa

Considérese el escenario siguiente: Dos entidades cualesquiera (A y B) desean intercambiarse
informacién a través de un canal cudntico ruidoso. Una posibilidad es establecer una aplicacién
biyectiva tal que: 0 — |0) y 1 — |1), de manera que para transmitir, por ejemplo, la secuencia
de bits 01, se utilicen dos qubits preparados en un estado |01). De este modo, un receptor siempre
podria recuperar con total fidelidad la informacién transmitida; inicamente precisaria realizar una
medida de von Neumann en la base {|0), |1)} sobre cada qubit.

Supdngase ahora que ademés las entidades A y B comparten dos qubits en un estado “entan-
gled”: [¢T)ap = (J00) + |11))/+/2; es decir, cada entidad posee un qubit del par. En este caso, A
podria enviar la informacién clésica con el mismo método descrito en el parrafo anterior, o intentar

49
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pensar en algiin nuevo esquema de transmisién que le permitiese rentabilizar este recurso anadido.
Pues bien, si A actia convenientemente, se puede demostrar que es posible conseguir transmitir
los 2 bits del ejemplo mediante un dnico qubit.

En efecto, considérese que A, antes de enviar el qubit del par “entangled” que comparte con
B, y dependiendo de los dos bits que desea transmitir, efectia en él una de las cuatro siguientes
transformaciones unitarias:

1:10MYap — |97 as, (4.1)
X |oH) ap — [0 an 7<|01> + [10)), (4.2)
v 0TV ap — |V )ap = 7(|01> 110)), (4.3)
Z ¢ Y ap — |97 ) an (|00> |11)). (4.4)

g

De esta manera, cuando dicho qubit llegue al receptor (entidad B), éste siempre
podrd, mediante una medida ortogonal en el par “entangled” (proyectando sobre la base
{loTYaB, [0 Y aB, [T aB, [ ") ap}), conocer qué operacién realizé A, y, por tanto, determinar
qué dos bits se pretendian enviar. En definitiva, se ha logrado, mediante la transmisién de un solo
qubit, proporcionar al receptor dos bits de informacién clasica. A este procedimiento se le llama
codificacién densa [25, 9].

Resulta interesante comprobar que mediante este procedimiento se asegura la confidencialidad
de la transmisién, ya que aunque un desconocido interceptase el qubit emitido por A, nunca podria
acceder a ninguna informacién!, ya que ésta se encuentra codificada en las correlaciones existentes
entre los dos qubits “entangled”, y, por consiguiente, la linica manera de acceder a ella es mediante
una medida conjunta en el par.

Para concluir, queda por determinar si este resultado supone alguna violacién del limite de
Holevo. Resulta trivial constatar que no es asi, porque si se analiza con detenimiento el modelo
de transmisién expuesto, es evidente que en realidad se utilizan dos qubits: el que envia A y el
que previamente tuvo que ser transmitido para poder compartir el par de qubits “entangled”.
Los cédigos densos, por tanto, no son mas que un simple reflejo de la posibilidad de utilizar las
correlaciones pre-existentes entre qubits de diferentes entidades como recurso para comunicaciones
més eficientes?.

4.2. Teleportacién cuantica

Supéngase que dos entidades (A y B), comunicadas inicamente por un canal cldsico, necesitan
intercambiar un determinado qubit |1))c = a|0)c + b|1)¢. Si el emisor (por ejemplo A) conociese
perfectamente el estado de dicho qubit, siempre podria proporcionar suficiente informacién clésica a
B (por ejemplo, “el estado del qubit es a|0)c+b|1)¢”) de manera que éste pudiese prepararlo. Pero,
iqué sucede cuando el estado de |¢)¢ es desconocido? En este caso, A no puede realizar ninguna
medida que le facilite informacién acerca del qubit, ya que ésta inevitablemente provocaria un
colapso del estado del mismo. ;Qué hacer entonces? De manera analoga al caso de cédigos densos,
se puede pensar en compartir entre las entidades A y B dos qubits en un estado “entangled”:
|pTYan = (J00) 4 |11))/+/2, y tratar de aprovechar estos nuevos recursos. Asi, el estado de estos
tres qubits puede describirse ahora como

IRecuérdese de que pa = 71 A-
2Experimentos que corroboran estos resultados se pueden encontrar en [48, 61, 27].
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= —5(al000)cap + al011)cap + b[100)cap + b[111)caB)

[W)clé™)ap = (al0)c +bl1)c)—=(100)ap + [11) a5)

|
S

=3a(|¢T)ca+1¢7)ca)|0)s + Sa(lvT)ea + ¥ )ea)ll) s
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= 316%ealtds + 5[0 eaXl)s + Sl oA p + 516 )eadlils  (45)

A la vista de este resultado, es evidente que si A realiza una medida de von Neumann que proyecte
los dos qubits que posee en la base formada por los kets {|¢T)ca, |¢™ )ca, [V )ca, [ )ca}, seguida
de la transmisién del resultado obtenido (se necesitan dos bits para identificarlo) a la entidad B,
ésta tltima siempre podrd preparar un qubit en el estado |¢). Para ello, de acuerdo con la ecuacién
(4.5), y dependiendo de los dos bits recibidos, inicamente tendria que aplicar a su qubit del par
“entangled” uno de los cuatro operadores siguientes®:

o Voa — 15,

)
v TYoa — X,
[ VYoa — Vg,
|¢7>CA — ZB. (46)

En resumen, se puede conseguir que el qubit que posefa B adquiera el estado [)%. A este proceso
se le denomina teleportacién cudntica [22, 17].

Una de las grandes aplicaciones potenciales de este procedimiento de comunicacion es la trans-
misién de informacién cudntica a través de canales cudnticos ruidosos [24]; esto es, cabe emplear
dichos canales para distribuir qubits de pares “entangled”, y posteriormente utilizar canales clasicos
(mds fiables) para la transferencia de la informacién. Ademds, si existiese una entidad indepen-
diente que realizase el reparto de los pares “entangled”, no seria necesario conocer la direcciéon del
receptor (se podrian emplear técnicas de difusién).

4.3. Criptografia cuantica

La mayoria de las técnicas que permiten garantizar una comunicacién confidencial entre dos
entidades cualquiera, A y B, estd basada en la utilizacién de una secuencia aleatoria de bits que
se denomina clave y que se emplea en la encriptacién del mensaje. Los inconvenientes surgen al
intentar establecer, de forma segura, la clave de una comunicacién concreta. Lo habitual es emplear
los denominados criptosistemas de clave ptblica, como por ejemplo el conocido RSA [52, 43|, que

3No hay més que tener en cuenta que: XX = i,f’f/ =1, Z27 =1.

4Noétese que no se estd incumpliendo la imposibilidad de copiar qubits desconocidos, ya que antes de que el qubit
de B adopte el estado |¢) ¢, éste desaparece en el transmisor A (recuérdese que se efectiia una medida que produce
un colapso). Luego, realmente el estado se destruye en el emisor y posteriormente (tras recibir los dos bits y efectuar
la operacién correspondiente) se crea en el receptor.
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basan su invulnerabilidad en la dificultad de descomponer grandes ntimeros en sus factores primos.
El problema de estos criptosistemas es que su seguridad no es incondicional, sino computacional.

La criptografia cudntica fue establecida a principios de los anos 80 por Bennett y Brassard
[23, 21, 20, 19], si bien serfa preciso considerar a su vez los trabajos preliminares de Wiesner
[62]. A continuacién, y a modo de ejemplo, simplemente se mostrard uno de los muchos métodos
posibles.

Supdngase que A y B desean establecer una clave criptografica de n bits. Para ello, A transmite
a B un conjunto de 4n qubits preparados cada uno, de manera aleatoria, en alguno de los siguientes
cuatro estados: {|0), |1), |[+),|—)}°. A continuacién, B debe realizar una medida ortogonal sobre la
secuencia de qubits recibida, eligiendo de manera aleatoria entre las bases {|0),[1)} v {|+),|—)}-
Por tltimo, ambas entidades se comunican de manera piiblica (no es necesario que sea confidencial)
la base concreta que utilizaron para preparar o medir, respectivamente, cada qubit, y se quedan
unicamente con aquellos resultados en los que coinciden (utilizaron la misma base). De este modo,
y con tal de asignar posteriormente a los estados [0) y |+) el bit 0, y a |1) y |—) el bit 1, ya se
consigue compartir una clave con longitud 2n°.

(Por qué utilizar este método y no enviar directamente n bits aleatorios como clave? Supdngase
que C' intercepta el mensaje que viaja por el canal, lo lee, y lo reenvia a B. Con los métodos clésicos,
y si C' es suficientemente rapido, resulta imposible detectar cudndo se ha producido esta accién.
Sin embargo, si se utilizan 4n qubits para la transmisién de la clave, cuando C' intente determinar
su valor, tan s6lo podréd conocer, en promedio, 2n (aquellos que proyect6 en la base que eligié A),
mientras que los restantes resultaran inevitablemente alterados”. Cuando B realice su medida, por
el mismo motivo expuesto anteriormente, se quedard sélo con 2n qubits (aquellos que proyecté en
la misma base que utilizé6 A). Ahora bien, de estos 2n qubits que comparten A y B, debido a la
actuacién de C, n/2 no tienen por qué coincidir. Esto es as{ porque en promedio, estos 2n qubits
provienen de n qubits que fueron alterados por C' y otros n qubits que no fueron modificados.
El problema reside en los n que variaron su valor. Cuando B mida este conjunto, Unicamente
conseguird que la mitad (n/2), en promedio, colapsen a su estado original, mientras que la otra
mitad se mantendra en un estado incorrecto. Este resultado es crucial, ya que permite establecer un
mecanismo muy sencillo para detectar la presencia de C. Para ello, A y B simplemente necesitan
intercambiar publicamente n bits de la clave. De este modo, si éstos coinciden se tiene asegurado
que C no estuvo presente®, y por tanto, la clave la constituyen los restantes n bits que no se dieron
a conocer.

En la préctica, el protocolo es mas complicado de lo que se acaba de mostrar, ya que C' puede
actuar con otras estrategias (por ejemplo, tan sélo interceptar ciertos qubits) y ademds la propia
utilizacién de canales cudnticos ruidosos puede producir errores aun en ausencia de C. En este caso
mas general nunca se rechaza la clave salvo que el nimero de bits no coincidentes supere un cierto
porcentaje. Posteriormente se procesa la informacién en dos pasos. En primer lugar se corrigen los
errores, para lo cual se realiza una comparacion publica de la paridad de ciertos subconjuntos de
bits escogidos aleatoriamente?, y, por tltimo, se vuelven a calcular diversos valores de la paridad

de distintos subconjuntos de la clave corregida, y a partir de estos valores se establece una nueva'°.

5{10),|1)} y {|+),|—)} simplemente representan dos bases diferentes de un espacio de Hilbert bidimensional, que
verifican |+) = (/0) + [1))/v2 y =) = (10) — [1))/v/2.

6Esto es asf porque, en promedio, B tnicamente elegird en la mitad de los casos medir los qubits recibidos con
la misma base que utilizé A en su preparacién.

"Es trivial comprobar que si se proyecta, por ejemplo, el qubit |0) en la base {|4),|—)} su estado colapsars con
la misma probabilidad a: |[+) 6 |—). Del mismo modo se pueden deducir los deméds casos.

8La probabilidad de que C' estuviese presente y se seleccionasen n bits coincidentes es: (3/4)”/2 ~ 107125 para
n = 1000.

9Ademsés, y para no incrementar la informacién de C, se descartan ciertos bits.

10Con un porcentaje de error del 4% (debido bésicamente a la actuacién de C) se puede reducir la clave original
de 2000 bits a 754, de manera que C' conozca menos que 10~6 de un bit (37].
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4.4. Computacion cuantica

El concepto de computacién cuantica fue desarrollado a principios de la década de los 80, de
manera independiente, por Paul Benioff [14, 15, 16] y Richard Feynman [38, 39]. Bésicamente, una
computacién cuantica consiste en aplicar una determinada transformacién unitaria a un conjunto
de n qubits. Para lograrlo, se pueden emplear, de manera sucesiva, varias puertas cudnticas sobre
distintos subconjuntos de uno o dos qubits. Finalmente, es necesario medir el estado de todos ellos
para obtener el resultado'’.

Sin embargo, y pese al cariz “magico” que parece rodear al adjetivo cudntico, es importante
resaltar una cuestion que muchas veces no queda muy clara: un computador cuéantico no puede
realizar nada que no sea posible en uno clasico, es decir, la idea de computabilidad es la misma.
Bien es cierto que los principios fisicos en los que descansan uno y otro son diferentes, pero de la
misma manera que un computador clasico puede almacenar vectores, rotarlos, o modelar el proceso
de medicién cuantica mediante una proyecciéon ortogonal, éste también puede simular cualquier
computador cuantico. Lo realmente significativo es lo ineficiente de esta simulacién. Asi, si se
quisiese describir el estado de un computador cuantico de, por ejemplo, tan s6lo 100 qubits, seria
necesario disponer de una memoria que pudiese almacenar 2'°° ~ 103 ntimeros complejos. Esto
sugiere, aunque todavia no estd probado, la imposibilidad de realizar una simulaciéon polinémica
de un computador cudntico empleando uno cldsico; es decir, la maquina de Turing [56] no es un
modelo adecuado para las computaciones que se pueden llevar a cabo en el mundo fisico. Estos
resultados fueron los que llevaron a Benioff y Feynman a especular con la posibilidad de emplear
computadores cudnticos para resolver problemas de complejidad muy elevada.

En las siguientes subsecciones trataremos un poco mas estas importantes cuestiones, comen-
tando tanto la posibilidad de procesar paralelamente la informacién cudntica, como la manera de
realizar las complejas transformaciones unitarias que habitualmente se requieren. Para finalizar,
se expondran algunos algoritmos concretos en los que quedan de manifiesto las grandes ventajas
potenciales de la computacién cuantica.

4.4.1 Procesado paralelo de la La computacién cudntica posee el potencial de resolver, en mucho
informacién menor tiempo, problemas de complejidad intratable para la com-

putacién clasica. Este potencial reside en la capacidad de proce-
sar informacién paralelamente de forma masiva'?. De hecho, mediante una transformacién unitaria
adecuada en los 100 qubits del ejemplo anterior, se puede conseguir el equivalente a 2!%° computa-
ciones simultdneas sobre un conjunto de bits. El secreto se encuentra en la explotacién oportuna de
la informacién codificada en las correlaciones “no locales” existentes entre las diferentes partes de
un sistema cuantico. Para esclarecer esta idea, a continuacién se expondra el problema enunciado
por Deutsch.

Supoéngase que se dispone de un dispositivo clasico que transforma un bit cualquiera = en otro
bit f(z), y se desea conocer si f(0) = f(1) 6 f(0) # f(1). Trivialmente, la inica forma de solucionar
esta cuestién es evaluando la funcién para cada caso.

Supoéngase ahora que se dispone de un computador cudntico capaz de hacer evolucionar dos
qubits cualesquiera (|x) e |y)) segin una transformacién unitaria U:

U J2)ly) — |2)ly © f(2)). (4.7)

Si |x) = %(|0> +1) v |y = %UO} —|1)), es inmediato comprobar que

1 Nétese que, debido al cardcter intrinsecamente aleatorio del proceso de medicién (cuarto postulado), la ejecucién
consecutiva del mismo algoritmo en un computador cudntico no tiene por qué proporcionar en general el mismo
resultado.

12Este hecho fue anunciado por primera vez por David Deutsch [31] en 1985.
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S Loy iy Ly VO oy
U: \/5(|0>+|1>)\/§(|0> 1)) ﬂ[( 170y 4 (—1)7 |1>]\/§(|0> 1)) (4.8)

De esta manera, con tal de realizar una proyeccion ortogonal del primer qubit en una base
{l+),1-)}, donde

1
l+) = E(|O> 1), (4.9)

ya se habria resuelto, con una tnica computacién, el problema planteado!. Esto ha sido posible
porque al utilizar un dispositivo cudntico, éste no tiene por qué limitarse a evaluar f(0) 6 f(1), sino
que puede actuar sobre una superposicién de los estados |0) y |1), y, por tanto, permite extraer
informacién “global” de la funcién, esto es, informacién que depende tanto de f(0) como de f(1).

De igual modo, se puede emplear este procesado paralelo de la informacién para conocer pro-
piedades de funciones méas complicadas. Asi, si se quisiese calcular, para todas las posibles combi-
naciones de un conjunto de N bits, el valor de una funcién cualquiera f, un computador cldsico
necesitarfa realizar 2%V evaluaciones de la funcién. Sin embargo, utilizando uno cudntico, solamente
se precisaria efectuar, sobre un conjunto de N qubits, una transformacién unitaria U tal que

U :|a)[0) — |2)|f (), (4.10)
yva que con tal de preparar cada qubit en un estado —= (|0> +|1)), el estado del conjunto seria

N

10+ 1) ®...0 [

1 2N 1
[ﬁ (|0> + 1))l 2N/2 Z |) (4.11)

y, en consecuencia, al aplicar U se tendria

%\

2N 1
i O D)), (412)
x=0

estado que ya recoge las propiedades globales de la funcién'4. Posteriormente, cuando introduzca-
mos algin algoritmo cudntico concreto, mostraremos diversas maneras de acceder a esta informa-
cion.
4.4.2 Puertas cuanticas En la secciéon precedente siempre se ha supuesto que un computador
cudntico es capaz de realizar la transformacién unitaria requerida (ecua-
ciones (4.7) y (4.10)). A continuacién mostraremos cémo, a partir de sencillas puertas cudnticas
que actien en uno o dos qubits, esto es posible.
Una puerta cuédntica [31, 32] es simplemente una operacién unitaria sobre un conjunto de qubits.
De hecho, aunque no se ha indicado de forma explicita a lo largo de esta obra, las puertas cuanticas
ya se han empleado en multiples ocasiones. Como ejemplo se pueden citar los operadores de Pauli,

i =10)(0] + 1)1, (4.13)
X = |o)(a] + (0], (4.14)

130Obviamente, si el resultado de la proyeccién ortogonal del primer qubit en la base {|+),|—)} es |+) entonces
f(0) = f(1), y, en caso contrario, f(0) # f(1).

4La informacién global de la funcién se encuentra ahora codificada en las correlaciones “no locales” existentes
entre los qubits preparados en un estado |z) y los que se encuentran en un estado |f(z)). N6tese que no es sencillo
acceder a ella, ya que una medida de von Neumann provocaria un colapso al estado |zo)|f(z0)), y, por tanto, no se
adquirirfa ninguna ventaja respecto a la computacion clésica.
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Z = [0)(0] — [1){1], (4.15)
Yy =X2Z. (4.16)

Ahora bien, mientras que en la teoria cldsica las puertas légicas constituyen un conjunto clara-
mente finito!®, debido a que el espacio de estados de un qubit es continuo, el nimero de posibles
transformaciones unitarias también lo es, y, en consecuencia, existen infinitas puertas cuanticas. Sin
embargo, es posible demostrar [7, 33, 34, 47] que cualquier transformacién unitaria en un conjunto
de n qubits puede realizarse mediante la aplicacién sucesiva de tan sélo dos puertas cudnticas'®:
la asociada a la operacién XOR, y la de rotacién, V (8, ¢).

El operador XOR es un caso particular de un conjunto de operadores que actiian sobre un par

de qubits y que pueden ser representados mediante la expresién

10)(0I7 + [1)(1|U, (4.17)

donde U identifica una transformacién unitaria cualquiera sobre un tnico qubit. Es decir, mientras
que el primer qubit permanece inalterado, al segundo se le aplica 16U dependiendo del estado
del primero. Concretamente, la puerta XOR transforma un estado |z)|y) en |z)|z @ y), donde @
identifica la operacién légica O-exclusiva (simplemente habria que sustituir en la ecuacién (4.17)
el operador U por X)

Por su parte, la operacién de rotacién V (6, ¢) se puede describir como

V (6, ¢) = |0)(cos(6/2)(0] —ie~*sen(0/2)(1]) + +|1)(—ie *¥sen(0/2)(0] + cos(0/2)(1]), (4.18)

donde 6 y ¢ son dos niimeros irracionales'”.

4.4.3 Ejemplos de algoritmos Para finalizar con este breve recorrido por la computacién cudnti-
cuanticos ca, introduciremos algunos algoritmos especialmente interesantes:

el cdlculo del periodo de un funcién (muchos problemas se pueden
reducir a esta operacién), la factorizacién de un nimero (como ya se ha visto, la mayorfa de los
criptosistemas actuales se basan el la intratabilidad de este problema), y el algoritmo de Grover
(permite, entre otras cosas, buscar eficientemente en bases de datos desordenadas). Ademds, tal
y como se ha avanzado, estos ejemplos servirdn para ilustrar diferentes maneras de acceder a la
informacién codificada en las correlaciones “no locales” entre los distintos qubits.

4.4.3.1 Calculo del periodo de Los algoritmos cldsicos existentes para calcular el periodo p de
una funcién una funciéon son sumamente ineficientes, ya que el nimero de
veces que es necesario evaluar la funcién crece exponencialmente
con logy, N, donde N representa un nidmero tal que N/2 < p < N. A continuacién se mostrard cémo,
utilizando un computador cudntico, es posible realizar un algoritmo de orden polinémico [55].
Supongamos que se dispone de un computador cudntico que posee dos registros (z e y) de n
qubits cada uno, donde n = [2log, N]. De acuerdo con la Subseccién 4.4.1, si se prepara cada
qubit del primer registro en un estado (|0) +[1))/v/2, y se mantiene el segundo en un estado |0)'8,
siempre se puede efectuar una transformacién unitaria U tal que

5Por ejemplo, tinicamente hay dos puertas 1égicas que puedan aplicarse a un bit: la identidad y la negacién. Del
mismo modo, se puede comprobar que sobre 2 bits sélo pueden actuar 16 puertas 1égicas distintas, y asi sucesiva-
mente.

16E] concepto de puerta cudntica universal es totalmente equivalente al existente en la computacién clésica, donde
con tnicamente puertas NAND se puede efectuar cualquier operacién légica.

17Es necesario que 0 y ¢ sean irracionales para poder conseguir efectuar una transformacién V(0,¢) (con 0y ¢

continuos) mediante el empleo reiterado de una misma puerta cudntica con estos valores perfectamente determinados.
n

18Para aliviar la notacién, con el ket |0) se denota el estado de n qubits. Lo correcto serfa emplear [0) ® ... ® |0).
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2" —1

1 21
37 2 0 — i 3 il (4.19)
x=0

De este modo, al realizar una medida ortogonal del registro y que proporcione, por ejemplo, un
resultado t (f(x) = t), el estado de los 2n qubits del computador colapsard a

| Mo
V2 Z |dy + cp)t), (4.20)

k=0
donde d,, +¢p, con ¢ =1,..., M — 1, representa todos aquellos valores = para los que f(x) =t. Es

decir, el registro x queda preparado en una superposicién de M ~ 2" /p estados separados entre
si una distancia p. El parametro d, simplemente identifica un desplazamiento que, obviamente,

depende del resultado ¢ de la medida. Asi, con tal de aplicar el operador unitario Up rr,t?
=
2 ) i2mka /2"
Urrpr : |z) — on/3 ;0 e k), (4.21)

al registro x, se obtiene?’

271/1? 1

1 .
Urrr \/— Z |du + cp) — ﬁ;f(k”k% (4.22)

donde

(4.23)

\f(k)| [ 1, sik esun miltiplo de 2" /p;
“ 1 0, en otro caso.

Esto significa que, con tal de medir finalmente este registro, ya se obtendria un multiplo de 2™ /p
(x = A2"™/p) a partir del cual es posible deducir p. Para ello, inicamente hay que tener en cuenta
que si el maximo comtn divisor de A y p es uno, es posible reducir /2" a su fraccién irreducible y
yva inmediatamente obtener A y p. El problema surge cuando tal méaximo comun divisor no es uno;
en este el algoritmo falla, y, en consecuencia, serfa necesario volver a ejecutarlo?!. En cualquier
caso, se puede demostrar [36] que se requerirfan como méaximo log, p computaciones para conseguir,
con probabilidad practicamente 1, el valor p buscado.

4.4.3.2 Factorizacién de un Hallar los factores primos de un numero compuesto cualquiera es
nimero un problema sumamente interesante, y no sélo desde la perspectiva

abstracta de la teoria de la complejidad, sino también desde un punto
de vista préctico (es la base de los criptosistemas de clave publica). Aunque no estd demostrado,
se cree con cierta seguridad que el tiempo requerido es superpolinémico en log, N (N es el nimero
que se desea descomponer); esto es, a medida que N aumenta, el tiempo necesario (en el peor caso)
crece mas que cualquier potencia de logy N. De hecho, en la actualidad, el mejor algoritmo que se
conoce precisa de un tiempo aproximado [51]:

exp [e(In N)Y3(In1n N)?/3), (4.24)

19Se trata de la versién cudntica de la FFT (“Fast Fourier Transform”). Ademas, es posible realizar esta trans-
formacién en un tiempo (logy N)? [8, 29, 36, 51]. Nétese que los mejores algoritmos cldsicos son de orden N log, N.

20Por simplicidad en la exposicién, se considerard que M = 2™ /p. Al interesado en el cilculo exacto se le remite
a [55, 36].

21Recuérdese que el proceso de medida es probabilistico, esto es, cada realizacién de un algoritmo cudntico puede
dar un resultado diferente.



4.4. COMPUTACION CUANTICA 57

donde ¢ = (64/9)1/3 ~ 1,9. Esto significa que, mientras que para factorizar un nimero de 130
digitos se tarda cerca de un mes??, para factorizar uno de 400 es necesario 10'° afios (la edad del
universo).

A continuacién se mostrard el algoritmo de factorizacién de Peter Shor [55] que, empleando un
computador cuantico, es capaz de reducir el problema a un tiempo polinémico (O[(In N)]?). De
este modo, para el nimero anterior de 130 digitos tan sélo se precisaria de unos pocos segundos??,
y para el de 400 apenas unos minutos.

Este algoritmo cuantico basa su potencia en localizar, utilizando el método de la seccién pre-
cedente, el periodo de una funcién adecuada, ya que el resto es simplemente teoria de ntmeros.
Asi, para factorizar un ntimero cualquiera NV, la idea esencial consiste en determinar el periodo p
de fn(x), dada por

fn(z) = y"modN, (4.25)

donde y es un numero elegido aleatoriamente que tnicamente tiene que verificar y < N, y que
el maximo comun divisor entre él y N sea 1. Nétese que la ultima condicién se puede comprobar
facilmente empleando el algoritmo de Euclides [36, 41]. En cualquier caso, si el maximo comun
divisor no fuera uno, tampoco seria un problema, ya que esto significaria sencillamente que ya se
encontré un factor de N.

Una vez obtenido p, se calcula y?/?modN?*, y, si el resultado es ¢ 6 N — ¢, con ¢ > 1, ya se
puede detener el algoritmo (los factores primos son el maximo comun divisor de ¢+ 1y n, y el
méaximo comtn divisor de ¢ — 1 y N?5. En caso contrario (¢ = 1), simplemente se selecciona otro
y y se repite el proceso?S.

Esquemas completos de las redes de puertas cuanticas necesarias para realizar este algoritmo
se pueden encontrar en [49, 59, 10].

4.4.3.3 Algoritmo de Grover Se trata de un algoritmo muy atractivo, ya que puede ser empleado
tanto para localizar de manera eficiente un determinado elemento
en una base de datos desorganizada®’, como para resolver aquellos problemas en los que es muy
complicado encontrar una solucion, pero a la vez muy sencillo probar posibles candidatas.
Matemadticamente, el problema se puede reducir a encontrar un x € {0,1,2...,N — 1} con
N = 2" > 1, tal que f(z) = a para un a conocido. La idea propuesta por Grover se basa en la
utilizacién de una funcion fs tal que, si s denota el x buscado,

fs($) = Oa x 7& S,
fs(z) =1,  z=s (4.26)

Desde la perspectiva de un computador cudntico (con dos registros de n y 1 qubits, respectiva-
mente), lo que se necesita es una transformacién unitaria Uy, del tipo

22Suponiendo que se dispone de cientos de estaciones de trabajo colaborando en red.

23Suponiendo que el computador cudntico es capaz de efectuar tantas puertas cuanticas por segundo como puertas
légicas por segundo pueden ejecutar las estaciones de trabajo colaborando en red del ejemplo anterior.

24Es evidente que se necesita que p sea par. En caso contrario, se escoge otro y.

25Fsto es asi porque si p es el perfodo de la funcién definida en la ecuacién (4.25), yPmodN = 1, 6, equivalente-
mente, z2modN = 1 con z = yP/2. Esto significa que las soluciones triviales de zmodN son 1 y N — 1. Ahora bien,
también es posible que sean ¢ y N — ¢, para ¢ > 1. En este tltimo caso se tiene que (¢ —1) # 0y (¢+ 1) # N, pero
(¢c+1)(c — 1)modN = 0, esto es, (c+ 1)(c — 1) es un mdltiplo de N aunque (¢+ 1) y (¢ — 1) no lo sean. Luego, el
méximo comun divisor de N y (¢ + 1) no puede ser N, y, por tanto, se trata de un factor de N.

26Se puede demostrar [36] que la probabilidad de tener que cambiar y es muy pequena.

27Si se dispone de una lista de tamafio N, la teorfa cldsica necesita, en promedio, leer N/2 valores. Sin embargo,
con el algoritmo de Grover [40] se requieren tan sélo del orden de v/N iteraciones. Ademés, se ha demostrado [18]
que este algoritmo es éptimo, esto es, no existe ningin otro algoritmo cudntico de menor orden que pueda resolver
el problema.
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Uy, : |[2)ly) — |2)ly & fs(2)), (4.27)

donde |z) es el estado del primer registro y |y) es el estado del qubit restante. Asi, si se prepara
este qubit como (|0) — [1))/v/2, se tiene que

0y, : \x>%<|o> 1) — (— 1)@ )

en donde, si se ignora el segundo registro®®

5(10) = 11), (4.28)

Sl -

Us: |z) — (=1)F@|z), (4.29)

0, equivalentemente,

Uy, =1 —2|s)(s]. (4.30)

De este modo, y para aprovechar el paralelismo cuantico, con tal de preparar el primer registro en
un estado

1 = cos(f
T Z = sen(d Z [t), (4.31)

t;és

donde inicialmente sen(f) =1/ VN, se puede comprobar que al aplicar la transformacién unitaria

UGrover = UwUsa (432)

con U, = 2|z)(x| — I, el pardmetro 6 dobla su valor, es decir, se convierte en 26. Esto significa, por
tanto, que con cada iteracién que se realice, cada vez es mas probable que una medida ortogonal
en el registro ya proporcione el valor buscado (# se aproxima a 7/2). Ahora bien, hay que tener
cuidado con no aplicar 0grovcr en demasiadas ocasiones, ya que la probabilidad de éxito volveria a
decrecer??.

28Su inclusién se justifica para garantizar que Ofs sea unitario.
29E] niimero éptimo de iteraciones se puede encontrar en [26]. Un valor aproximado es: (w/4)v/'N.
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